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Sadelestirme Teknikler

Bu bolimde, karmasik bir Boole fonksiyonunu basitlestirmek veya
en aza indirmek icin Boole cebri yasalarinin ve teoremlerinin
uygulanmasi disindaki yontemleri inceleyecediz. Tum sadelestirme
islemlerinin ana amaci, en az sayida terime sahip bir ifade elde
etmektiv. Incelenecek yontemler sunlardiv:

(a) Karnaugh harita yontemi
(b) Quine—McCluskey tablo yontemi
(¢) Petrick yontemi



Karnaugh Haritasi Yapisinin Incelenmesi

* Bir n degiskenli Karnaugh haritasi 2 kareye (hiicre ya da dortgen) sahiptiv
ve her wminterime bir kare atanir. Minterimlerden olusan Kamaugh
haritasinda, fonksiyonu "1" yapan minterimler karelere "1’ olarak yerlestirilir
ve fonksiyonu "O" yapan minterimler ise karelere "O’olarak yerlestiriliv.

« ‘don’t care-belirsiz (tanmlanmamis) degerler kosullarina karsilik  gelen
karelere bir ‘X ya da @' yerlestirilir.

» Dortten fazla degiskene yonelik haritalarm kullanimi, dort veya daha az
degiskene yonelik haritalar kadar basit degildir. Bes degiskenli bir harita 32
kareye ihtiya¢ duyar ve alti degiskenli bir harita ¢4 kareye ihtiyag duyar.

» Dortten fazla degisken icin haritalarmm kullanimi zordur ve burada ele
alinmayacaktir.



Dogruluk  Tablosundan Karnaough Haritasina
Yerlestirme:

Bir dogruluk tablosundaki minterimleri bir Karnaugh haritasina atayabiliviz.
(ki givisli bir fonksiyon i¢in Karnaugh diyagraminin bigimi: F(A,B)

Omek: F(A,B)

Bu sttunlar sirasiyla B' ve B'ye karsilik geliv.

Dogruluk tablosu g \ Karnaugh haritas:
Gmger\
\ —_ —_
“wum | A | B | F BB 5 B\A % A
o o o T o 1 o 1
1 o 1 o e Alo Blo
Minterim T 1 -1 o 1 1
2 1 (o) 1 interimier - 1 1o 1 I9) 2

"""""""""""" \ ya da
3 1 1 o N

/ -.A'}ki'z'""l s O BlY ., o 5 O
A: satir, B: sutun A: sutun, B: satir

t la A" ve A'ya karsilik geliv. .. o .
Bu sativlar sivasigla A" ve Aya karsilik gelir Situnlara veya satirlara farkli degiskenler yerlestivebiliviz.



Dogruluk Tablosundan Karnaough Haritasina Yerlestirme
(devam

Satir ve situnlar Gray kod ozelligine gore etiketlenir, boylece haritanin bitigik karelerinde (yatay ve
dikey) bulunan bir degisken digerlerinden farklilik gésterir.

(ki givisli bir fonksiyon icin Karnaugh diyagraminin bigimi: F(A,B,C) Bitisik karelerde bulunan B ve C giris
. kodlarinda, yalnizca bir bitin farkli olacak
Ornek: F (A) B, C) Gray kod sekilde givilmesi gerektigine dikkat edin.
Dogruluk tablosu = A ——
| a1 51 c |- PSR c - c -
o o o o o . / 00 ol 1 1
Givisler
1 o o 1 o Alo o o 1 o
o) 1 3 2 \
2 o 1 o o
N\
3 o 1 1 1 Al 1 1 O 1 1
4 5 7 6
4 1 (0 () 1 R P
5 1 o 1 o B B
Minterim
6 1 1 o 1 numarasi
7 1 1 1 1 Ornegin, buraya ABC=010 giris kowmbinasyonu

icin uretilen ¢ikis degerini yaziyoruz.



4 girisli bir fonksiyonun Karnaugh haritasimin formati: F (A,B,C,D)

Ornek: Asagidaki fonksiyon icin Karnaugh haritasini ¢iziniz.
F(A,B,C,D) = 5(0,2,5,8,9,20,11,12,13,14,15)

Gray kod
CD { C C \
AB (o]0, o1 11 10
00 1 o o 1 B
—_— o 1 3 2
A
o1 (@ 1 (@ (@)
3 4 ) 7 6
2 =
> B
N
N 11 1 1 1 1
12 13 15 14
A
10 1 1 1 1 E
‘ g q 11 10
D D D




Karnaugh Haritasi-Basitlestirme Kurallari

Kamaugh haritasi, asagidakileri igceren bitisik kareleri gruplayarak fonksiyonlarmn basitlestivilmesi igin asagidaki
kurallar kullanir.
« Gruplar sadece 1'ler veya O'lar icermelidir.

ANDB ANB
EAT E S
':_Q_."I o o o
yanlis dogru
 Gruplar yatay veya dikey olabilir, ancak ¢apraz olamaz.
AN\ B AN B
(l'j-?\\*\\ (o) E:j;____ -j-:-}I
o i o L
yam{@ dOgVV'M
« Gruplar 1,2, 4, 8, 16 veya genel olarak 2" kare icermelidir.
BC
/A\j — ANEB A oo o1 11 10
- A o D e N e R EEEN N -
Ikili grup E E Dértli grup > ','1 1\\. ° o i1 1 | 1 & Uglii grup
1! o I Y ,|lo |l olo]o

dogru dogru yanlig



Karnaugh Haritasi-Basitlestirme Kurallari (devam)

* Her grup mimkin oldugunca biyik olmalidir.

BC BC
A oo o1 11 10 A oo o1 11 10
"""""""""""" (o] STTTITTISN | TTITTTS s s )
° 104 1Y [ A A N Boole yasasi ihlal edilmedi, ancak
............. et D il s e fonksiyon yeterince sadelesmedi.
Lo ol 1 |0 oz 2}
dogru yanlis

« ‘1’ iceven her kare en az bir grupta olmalidir.

BC

A ‘1’ iceren kare en az bir
grupta mevcut

<«—Grup |

oo o1 11 10

Io) = m—

o o1 |i1

S~

1 o o| o ‘1, Grup [l

*  Gruplar ortigebiliv.

BC BC
A o0 o1 11 10 A oo o1 11 10
o |, A o | =11~ .
a1 |1 1 1|1 g Gruplar ortuagmiyor (fonksiyon
il i e Y Ml s i yeterince sadelegmed).
|00t 1} |0 ol 1)




Karnaugh Haritasi-Basitlestirme Kurallari (devam)

« Karstililikl kenardaki karveler birbirleri ile grup olusturabilir.

1 1
'ﬁl
En alt kare

En ust kare
1 1 1 1
BC | i
A PO! o1 11 :}0 1
Ao iz
Pl L%P oo :Eg ‘\\\
En soldaki = Ti== En sagdaki
kare L | 1F] OO T kare
---4-J| - ===
1 | |
! :
1



Karnough Haritasinda Sadelestirme:

» Dogruluk tablosundan L’ler ve O'lar haritaya yerlestirilir.

» Ardindan Boole fonksiyonunu basitlestirmek icin basit bir
teorem kullaniliv.

» Kullanilan ~ teorema,  bitisik karelerde yalnizeca  bir
degiskenin farklilik gostermesi ile iliskilidiv.

 Yani bitisik karveler BC(A+A) ozelligini  saglamaktadir
(burada bitisik karelerde sadece A girisi degismektedir).

» Boylece bitisik kareleri sadelestirdigimizde BC sonucunu
elde etmis oluruz.



Karnough Haritasinda Sadelestirme (devam)

A\BC C C C
00 o1 11 10
Alol o | o i1 | o
(o) 1 35 E\\ 2
Al 1 (@) O "\\_?_—_;:I 1 \\\A
4 5 7 6 BC

B B

Komsu kareleri gruplandirdigimizda, ABC ve A'BC terimlerinin

bulundugu bitisik karelerde Zah/uzca A degismektedir. Dolayisiyla
sadelestirme islemi BC olmaktadir.



Gruplama Ornekleri

F(A, B, C) = ABC+ ABC + ABC” + ABC=m3+mS+me+m7
« L'lerden olusan gruplari olabildigince biyik se¢iniz.

A\BC_C C C . BC
00 o1 11 10 .~

Alol o o 1+ o

o 1 3 2

e % i NS N > AB

Al 1 O | .Ax | PR 1!

4 =" 5 7 " A

AC « =
B B

* Sadelestirilmis Boole denklemi, grubun her birine karsilik gelen tim terimleri
toplayan bir denklemdir:

F(A, B, C) = AC+ BC+ AB



Gruplama Ornekleri (devam)

Asagidaki Boole fonksiyonunu sadelestiriniz.
F(A,B O =50,2, 4,5, 6)

A\BC C C C
00 o1 11 10
............. 1
Alol 11| o o 1
o) |1 3 2.i .......... >
Ald (2] 1] o i1
___________ 4 ETT 7 &
BN B
"%
AB’

Sadelestirilmis fonksiyon:
F=C+ AP



Gruplama Ornekleri (devam)

Ornek: Asagidaki Boole fonksiyonunu sadelestiriniz. Ornek: Asagidaki Boole fonksiyonunu sadelegtiriniz.

F(ABCD = 2 (0,1,2,4,5,6,8,9,12,13,14) F(A,BCD) = = (0,2,5,7,8,10,13,15)
2 Tt C B)D)
C c AD P i 1€ Cio L
5P oo oz 11 10 ” ABN_{9¢ 1 ©t S il et
T = e L i i i i
ool /f1i| 1 o | i1 B oL L Ll o o | LEXi| B
! i ! —_ o 1 3 2
X % : 1 i > 2 : A T T
------------ -1y e o 1 1 o
o1 1 N R o1 |
"""" -—z-1---"1| 5 7 P31 SN F—— * > 7 e
BD’ i E B P — B
v i i :
N 1 1| 1! o L1 5P t © * * ©
B B el P I s T | 15 4
A : A Lo o o |1
10 /)l T & O E 10 i i i i B
| g q 11 10 58_ i ! g 1!0_ E
¢ D D D 'D D ‘D

F= '+ AD’+ BD' (SOP) £= BP0+ B (SOP)



Gruplama Ornekleri (devam)

Ornek: Asagidaki Boole fonksiyonunu POS formunda sadelestiriniz.
F(ABCD = 2 (0,1,2,4,5,6,12,13,14)=T1(3,7,8,9,10,11,15)

CD C C
AB 00 o1 11 10
ole, 1 1 |/ o} 1 B
= o 1 i3 ] 2
SO B 1 | o 1
4 5 7 6
B
AR v 11 1 1 |l o 1
~~~~~~ 12 13 ,rLs 14
A !' """"""" I
1o o o o /| on =
s [ a | PP Py
¢ D D D

F=CD+AB
De Morgan:

F=(CD + AB)

F= CD. AB=(C+D).(A+B)



‘Don’t Care-Belirsiz Dederler’ Durumu

» Bazi givisler i¢in devrenin yani fonksiyonun alacagi degerler
belirsiz olabilir.

» Dogruluk tablolarinda ve Karnaugh haritalarinda belirsiz

degerleri ‘X ya da @’ ile I%aret(iyoruz. Sadelestirme islemlerinde
‘elirsiz degerler’ joker olarak degerlendirilebiliv. Yani belirsiz

dederler ‘O’ ya da ‘1’ olarak degerlendirilebiliv.



‘Don’t Care’ Ovrnekleri

En basit ifadeyi veren Karnaugh-haritasini tretmek igcin belirsiz degerler O
veya ‘1’ olarak degistivilmelidiv.

CD C C
AR o0 o1 11 10
Ornek: Asadidaki Boole fonksiyonunu sadelestiviniz.
F(A)B)C’)D) = ZW\ (7)8)Q)+ZX (10}11)12)13)14)15) 00 0 0 0 0 E
—_ o 1 3 2
A . \
o o | 1l o
ot S D > BCD
4 5 7i i o
___________________ B
A w_ 11| [ X X X X
\\\\\ . 12 13 157 |14
A
10| | ol X X B
Burada belirsiz degerler ‘X=1" olarak 8 q 11 10
se¢ildi. 5 5 5

F=A+ BCD



‘Don’t Care’ Ornekleri (devam)

Ornek: Asagidaki Boole fonksiyonunu sadelestiviniz.
FABCD) = Zm (1,2,3,7, 11,15)+2x (0,5)

CD C C
OO o1 11 10
A'B’ AB
Dk S T
oo™ «x A T 1 B
= o T T 3 .
o1 o X |i 2l 0wt D
4 s 7 e
S B
| o 11| o o |i 1| o
Burada sadece bir tane belirsiz deger ‘X=1' i s A |
olarak secildi. ! ?
A L _
10 O O 1 O 3
8 9 117 10
D D D

F=AB + D



Karnaough haritalarinda birden fazla sonug alinmasi:

Kamaug[{h haritalart ile sadelestirme islemi sonucunda birden fazla soz/}ug olusabilir.
Asagidaki haritada iki gecerli ve esdeger sonug uretilmektedir, ciinki minterimm™ m.'y
dahil etmenin iki olasi yolu vardir. Bu gibi durumlarda, sadelestirme isleminde en az
maliyetli ¢ozim kullanilmalidiv.

A\BC_C C C A\BC_C C C
(o]0, o1 11 10 o0 o1 11 10
Alol o | o | 1} Ao o | 1 o | {1
o 1 3 2! o) 1 3 2
All o | i | 1 | 2 Al1l © 1 ERE
4 s 7 7 6 4 5 7 6




Lojik Fonksiyonlarin Sadelestivilmesi

Bir lojik fonksiyonun birgok cebivsel ifadesi vardir. (Bkz. kanonik agilimlar ve
sadelestivilmis ifadeleri). Sadelestirmede amag, belli bir maliyet kriterine gore
bu cebirsel ifadeler igcinden en uygun olanini segmektiv. Maliyet kriteri
uygulamaya gore degisebilir.

Ornegin tasarim asamasinda istenen ozellikler sunlar olabiliv: Ifadenin az sayida
carpim (ya da toplam) icermesi, her carpimda az sayida dedisken olmasi,
devrenin ayni tip kapilar ile gerceklenebilmesi gibi.

Sadelestirmenin amaglart:
» Devrenin boyutlarini kigiltmek
* Enerji tiketimini azaltmak (pil, sogutma problem)
» Gecikmeyi azaltmak (hizi arttirmak-Yayilma gecikmesi)
* Maliyeti azaltmak



Basitlestirme lle llgili Tammlar: Carpim ve Asal
Carpim

olusan bir gruptur.

Implicant (carpimn): Karnaugh haritasi tzerinde 2li veya daha fazla ‘1’ 'den

— ny)
wx o W v Yo Carpimlar — wxy', wXy’, wy'z, wy'z, wy', w'x'y, w'yz
1 . .o ) v .
yz ! ve bitin Li gruplar (minterimler).
1
1
ool o o j 1| 1 z
— o 4 1 .
Y e L T
1 - T )
~~~~~~ wy’z
oyl O o 1 2 [ Y
L T, T > wx'y
1 s 13 a N2 T
WXy N * wy'z F(w, x4, 2)
~~~~~~~ 11 [z o o o
~ A
3 7 15 11 wy’
9 1 1 | o o —
10/ \=L u Z
wyz 2 6 14 10
X X




Sadelestirme ile ilgili tanimlar: Carpim ve Asal Carpim

Karnaugh haritasinda daire igine alinabilecek en biiyik 1'li gruba asal ¢arpim (prime
implicant) denir.

wx W W
o0 o1l 11 10
yz
I

00 O O 1 1 z
—_— (o] 4 12 8
Y

o1 O o) 1 1 Asal carpimlar: w'x'y, w'yz', wy’

. 1 5 13 a P

-
-
—
o o

-
-
————""__
-

wyz’ 2 6 14 10




Asal gaVPlVV\

Ornekleri

be
_ .
ab 4 Soa
cd o0 o1 //11 0 b
- _________.___g
00 O , 1 . _
¢ o 4 1> P
acd <= o1 [t 1 1 o
""""" : 2. 13 g ]
b 11 1 o 1 1
> ’ s by A —
i O O 1 1 _ ~——
10 _
2 6 ) [T . 2
b b b

Asal ¢arpimlar: a’b'd, be', ac, a'c’d, ab, b’ed



e

Baslica Nokta ve Gerekli Asal ¢carpim:

Bazi fonksiyonlarda bazi dogru noktalar sadece bir asal ¢arpim tarafindan ortilirler. Bu noktalara
baslica nokta denir. Bu noktalart orten asal ¢arpimlara da gervekli asal carpim (essential prime
implicant) denir. Gerekli asal ¢arpimlar fonksiyonun yeterli kiumesinde mutlaka yer alirlar. Cinki
baglica noktalarin baska asal ¢carpimlar tarafindan ortilmesi mimkin degildir.

be' Gerekli asal carpimlar: be’, ac
— 7 Baslica noktalar: 0100, 1010
&b oo "o1 |41 10
ed Buradaki gerekli asal ¢arpimlar fonksiyonun tim dogru noktalarini
<t ortmemektedir. Kalan mintermleri kapsamak i¢cin hangi asal ¢arpimlarin
ap ¢ g garp
oo ) 1 1 o i dahil edilecegine karar vermeliyiz. Ornegin, 0001 ve 0011'i kapsayacak
o +l® b . sekilde a'b'd ekleyebiliviz. Bu durumda sadelestirilmis fonksiyon:
l ) N Pe]
o1 1 \ 1 1 0 F(a,b,c,d)= bc’+ ac+ a’b’d
\ be'
1 s 15 q d ab a -~ a
cd oo o1 |11 10
11| | 1 o 1 1 \ ool ol /2] \| o | =
3 7 15 11 z e * — 2
1 1 1 o
o o \.‘L 1 — abd - \ /
1'0 . L d 1 5 13 9 d
2 6 14 o | T > ac 11 1 o [1 1
b b b 1o o o \1 Wt } =
2 _ e 14 10_ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ - ac
b b b




Sadelestirme: Uygun Asal Carpimlarin Segilmesi

Hatirlatma: Sadelestirme islemi 2 asamadan olusmaktadir:
1. Tum asal ¢arpimlar kiimesinin bulunmasi

2. ,l(:omkgigomum tiim "dogru" noktalarini ortecek sekilde, asal ¢arpimlardan en uygun (ucuz) olanlarmn
segilmesi.

En uygun, asal ¢arpimlarin (yeterli kiimenin) segilmesinde kullanilan yontemlerden biri secenekler tablosu
yontemidir.

Secenekler Tablosu:

* Fonksiyonun asal ¢arpimlart bulunduktan sonra bu ¢arpimlara isimler verilir.
Ornegin A, B, C, .. gibi.

 Verilen bir maliyet kriterine gore her asal ¢arpimun maliyeti hesaplaniv.

Segenekler tablosu bir matris seklinde hazirlaniv.

* Tablonun satirlarinda, fonksiyonun asal carpimlarinin isimleri yer alir. Sttunlarda ise o fonksiyonun
dogru noktalarinin numaralavi bulunur.

* En son siituna asal ¢carpimlarin maliyetleri yaziliv.
* Bir asal ¢arpim bir noktay ortiyorsa matrisin ilgili gozine X konur.



Secenekler Tablosunun Indirgenmesi:

1. Baihca noktalar belirlenir. Bir situnda sadece bir tane X varsa o situndaki nokta baglica
noktadir. Baslica noktay: orten asal carpim (gerekli asal ¢arpim) mutlaka fonksiyonun
ifadesinde yer alacagindan segiliv. Bu asal ¢arpima ait satir ve onun orttigi noktalara ait
stitunlar tai(od&m kaldirilir.

2. Tabloda j. satirin X olan her gozinde i. satirda da X varsa i. satir, j. satwn ortiyor denir. Yani
J- satwrin orttiugu butin noktalart i. satir da ortiyordur. Eder (. satir j. satirt ortiiyorsa ve I.
satirdaki maliyet j. satirdaki maliyetten kiigiikse veya ona esitse j. satir (ortiillen satir) tablodan

kaldirilir.
[ X X 4
+ % <

3. Bir situn baska bir stitunu ortiyorsa orten situn (daha fazla X'e sahip olan) tablodan silinir.

] X
J X
k

Bu kurallar pes pese uygulanarak fonksiyonun dogru noktalar: toplam maliyet en az olacak sekilde
ortilmeye ¢alisiliv.



Ornek: Asagida verilen fonksiyona ait secenekler tablosunun indirgenmesi.
f(x1, x2, x3, x4)=m(2, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15)

Maliyet hesabinda her degisken 2 birim, her timleme islemi 1 birim maliyete sahip olacaktir.

Asal ¢arpimlar kimesinin bulunmast:

X1X3X4'
Y3 4
X3 X3 ]
X3x4 ;
,@,A oo o1 | 11 10 ]
/
-] —
00 0 o o "1 \‘ x2
— 0 1 3 2! |
x1 - —
# \ I
I Y I 1
or) (R OO it
4| s 7 P
I |
| | xz
e e . N 5 XiXax4
" 11 | 1 ! i . ‘\F“' _.-:___::.-
X2X3X4 Nt L e
13 13 l1s w | T ———e
1
R IS A 1l | meee=-- __
x1 1 1 I e e
1 N R T
10 \\,._1__:_—‘__:—;.-/- -——a— 11 xz
v A y XIX2'X4
N N (| S
8 a; 11 10
’ — H —
¢ x4 |/ X4 X4
4 S
X1X3' X2'X3X4'

X1X3 — X2X3X4
Sembol A B
Maliyet 5 g
Ortilen  8,9,12,13 4,12
noktalar
72 4 6
::A:::::::::::::::.-.=:::::: _____________
B X T
C X X
D
E X X
F X
G

X1IX2X4
C
6
4,6 13,15

8 q

-

—_—
-
—
—
-
-
_____
—_—
-
-
—
—_—
—_
-

Tim Asal Carpimlar Kimesi:

X1'X3BX4'

2,6

Fonksiyonun "dogru" noktalar

10

xX X

X2'X3X4'

F

2,10

X1X2'X4'

a
8
8,10

15

—-—
—
—~——
-
______
—_——
—
—_—

Maliyet
5

0 0 00 & 0 o



Ornek (devam):

Fonksiyonun "dogru" noktalari

2 4 o 7 10 L2 43 L5 Ma.

VA i e 5
B X % g
X X g

/P ——
E X X 8
FooX X g
G X X 8

1. Adim: Bu tabloda 9 ve 15 baglica noktalardir. A ve querek(f carpimlar
olduklart i¢cin onlara ait satir ve orttikleri situnlar tablodan kaldinilir. Bu

carpimlar daha sonra sonucu olustururken kullanilmak tizere isaretlenir.



Ornek (devam):

2 | 4| ¢ |30 Ma
= s 8
C X X 8
E X X 8
F X X 8
& X &

2. Adim: Bu tabloda C, B'yi orter. Maliyetleri ayni oldugu i¢in ortiilen satir (B)
tablodan siliniv. Benzer sekilde F, G'yi orter ve maliyetleri aynidir. Bu nedenle G
satiri tablodan silinir. Bu ¢arpimlar sonug ifadede yer almayacaktir.

 EEEEEEET
: t )
VE

3. Adim: Bu tabloda 4 ve 10 baglica noktalardir. Bu nedenle C ve F

carpimlarini almak gerekiv. Bu iki asal ¢arpim segildiginde tim noktalar
ortilmiis olur..

p OO O




Sonug: [saretlenmis olan asal ¢carpimlar fonksiyonun en ucuz ifadesini olustururlar.
Se¢ilen asal ¢carpimlar: A+ D + C + F
Toplam Maliyet= 5+ 6 + 8 + 8 = 27

f(x1, x2, x3, x4) = X1 X3' + x1 x2 x4 + X1'x2 x4' + x2' x3 x4’

Karnaugh diyagrami ile hangi asal ¢arpimlarin segildigini gorebiliriz.

X3 X3
Zx4
e 00 o1 11 1o
oo o o o 1 x2
_ o 1 3 2
X1
o1 1 o] (o] 1
4 s 7 6
X2
~="7" : ;‘—"a-—.-..: ____________________ > X1X2X4
12| 12 (4 o1 11
1 . [ !
14 13 : 15 14
x1 i i
\'-.1 1 - o 1 vy
10|  cteadoo -:,""" xz
g al 11 10
c = 17 o
X4 i X4 x4 L
v -

X2'X3X4

Bu se¢imde tim L'ler ortilmeli ve bir fazlalik olmamali.
Sec¢ilmis olan asal ¢arpmlar bir yeterli kime olusturmalr.

Yani

carpimlardan

ortiilememeli.

biri

kaldirildiginda

tum

noktalar



Belirsiz Degerlerin Segilmest:

Basitlestirme isleminde, belirsiz degerler en ucuz ifadeyi elde edecek gsekilde
gerektiginde lojik O, gerektiginde lojik 1 olarak se¢ilebilirler.

* Tum asal carpimlar kiimesi bulunurken daha basit ¢arpimlar elde etmek igin

(Karmaugh diyagraminda daha biyiik gruplamalar yapabilmek igin) & = 1
olarak seciliv.

* Secenekler tablosunda kapsanmasi gereken noktalar ?azlhrkem ® = O olarak
se¢iliv. Cunkii bu noktalarin ¢arpimlar tarafindan ortilmesine gerek yoktur.



Ornek: Asagdida verilen timiyle tanmmlanmamis fonksiyonu en diisiik wmaliyetle
tasarlayiniz.

f(x1, x2, x3, x4)=Sm(2, 4, 8, 9, 13,15 ) + S®(6,10,12)

Maliyet hesabinda her degisken 2 birim, her tiimleme islemi 1 birim maliyete sahip
olacaktir.

Asal carpimlar kiimesinin bulunmast:

X1'X3X4'
_ ) .
x4 X3 X3 : Asal ¢arpimlar bulunurken ®’ler 1 olarak segilir.
m& oo o1 11 10 !
oo o o o 1Y k2
_ o 1 3 2] i
x1 — T 1
1 o o |ilao!
o1 | i L)
4] I 7 6! ="
1 1
--%,.---i"-:-a-‘_- ..... = X 2, xaxoxa
“11 i O 1| exrtOT
X2X3'X4' e | Moo [ I ‘
12 13 i lxs 14
__-__-I___.' 1 o ——
< L] ez | o |le -
N P | _’_‘______-, XIX2'X4
8 q ’1" 11 10
c x4 ,r'. x4 x4 L
L4 S
X2Z'X3X4



Tim Asal Carpimlar Kiimesi:

X1X3’ X2X3' X4’ XIX2X4  XI'X3X4 X2'X3X4  XIX2'X4'
Sembol A B C D E F a
Maliyet s 8 8 6 8 8 8
Ortiilen 2,9,13 4 4 13,15 2 2 8
noktalar
Fonksiyonun "dogru" noktalart
2 4 8 9 13 1s Maliyet

X X X s Tablo olusturulurken ®’ler O olarak segiliv.

X
X

Bu wnoktalarin ortilmesine gerek olmadigindan @’'ler
secenekler tablosunda yer almazlar.

Q. m M YU o R >
x
x
X
0 00 0 & o o



Asal carpimlar kiimesini sadelestirme:

2 4 8 9 i 14s Cost
VA @'\)
B X
C X

X

VA, 3 3
E

F X

G X

Adim 1: Bu tabloda a, ve 15 baslica noktalardir. ve D gerekl
g W\/ar o/duk(aw icin onlara ajt satir ve Orttikleri sutunlar

i / odan kaldiniliv. Bu fgarplw\lar daha sonra sonucu o ustururken
ullanilmak izere isaret!

eEnir



Asal carpimlar kiimesini sadelestirme (devam):

m m O W
00

Adim 2: B ve C algm noktalar: ortmektedir, ve ma[iyetlew’,egittir. Bu nedenle bu (ki ,garp;wL,a,msmda
bir secim yapmak miumkin djgl(dlt". Verilen maliget kritérine gore herhangi viri segileoiliv. Ayni,
durum E ve F garlo:m(aq,lgm gecerlidiv. Buna gore fonksiyon asagidaki Fallelerden herlhangi biri
kullantlarak gergeklenebilir:

f=A+D+ B+ E=xXLX3 + X1 X2 X4+ X2 X3' X4' + X1'XxB3x4"'
f=A+D+B+F=x1lx3+xlX2X4 + X2 X3' X4' + x2' x3x4"
f=A+D+C+E=x1x3 +XL X2 X4+ XL'K2 x4' + x1'x3x4'

f=A+D+C+F=xlxX3+xlX2x4+ K1L'K2 X4' + x2' x3x4'
Tum tasarimlarin maliyeti esittir (27).



Tium Asal Carpimlar Kiimesinin
Tablo Yontemiyle (Quine -McCluskey) Bulunmasi

Karmaugh diyagramlari gorsel ozellikleri nedeniyle az degiskenli fonksiyonlaria
llgili ¢alismalarda kola ﬁk saglarlar. Ancak degisken sayisi 5 ve daha fazla
oldugunda Karmaugh diyagramlarini ﬁizmek ve bitisiklilik ozelligini kullanmak
zorlasir. Tablo yontemi (Quine-McCluskey) ise sistematik bazi islemlerin pe Loe;e
tekrarlanmasindan olusmaktadiv. Bu islemleri elle yapmak fazla zaman alabi
ancak soz konusu islemleri bilgisayar programi ile gergeklestirmek kolaydir.

Tablo (Quine-McCluskey) Yontemi:

Hatiwrlanacagi gibi, asal carpimlar: bulmak icin “1” dederi iiveten ve bitisik olan
giris kombinezonlari (minterimler) gruplanmaya caligiliyordu. Sadece bir
degiskenin degistigi (bitisik) olan kombinezonlar ayni gruba aliniyordu. Tablo
ic)'mtemimde “1” eieri olan her kombinezon (minterim) diger minterimler ile

arsilagtivilir. Eder ki kombinezon arasinda sadece bir girig (degisken) farkliysa
o iki kombinezon gruplanir. Farkli olan degisken silinerek yeni terim elde edilir.
Bu durum hig gruplama yapilamayana kadar devam eder. Hig bir gruba
girmeyen terimler asal ¢carpimlardir.

liv,



Yontem:
1.  Adim: Tum asal carpimlar kiimesinin bulunmasi
» Dogruluk tablosunda 1 ireten givis kombinezonlarini belirleyin.

« Karsilagstirma kolayligi saglamak i¢in igindeki L'lerin sayisina gore kombinezonlart kimeleyin.
Ornedin; 1011 giris kombinezonunda ti¢ adet 1 vardir.

« Komsu kiumlerdeki kombinezonlari karsilastirin. Tek givisin farkli oldugu kombinezonlart gruplayip
yeni kombinezonlar olusturun.

« Yeni kombinezonlarda degeri degisen givis yer almayacaktir.
* Bir gruba girmis olan kombinezonlari isaretleyin.

* Yeni olusan kombinezonlar izerinde de ayni gruplama islemlerini yeni gruplar olusmayincaya
kadar strdirin.

* Hig bir gruba girmemis olan kombinezonlar (isaretsizler) tim asal ¢arpimlar kiimesini
olustururlar.

2. Adim: En ucuz yeterli kiimenin (minimal covering sum) bulunmasi

Tum asal ¢carpimlar kimesi bulunduktan sonra sadelestirme islemi igin yine segenekler tablosu
kullanilarak en ucuz yeterli kiime bulunur.



Ornek: Asagida verilen fonksiyonun tiim asal carpimlar kiimesini Quine-McCluskey yéntemiyle

bulunuz.
f(x1, x2, X3, x4)= Sm(0, 1, 2, 8, 10, 11, 14, 15)
Num. | X1 X2 X3 X4 Num. X1 X2 X3 X4 Num. X1 X2 X3 X4
o o o o o YT o o o o - 0,2,8,10 ~ o - o
—————— I ,/

1 o o o 1 7Y 0,2 o o - o v 082,10 ,/ |- o - o

I ’/
2 o o) 1 o S 0,8 - ol o o N4 1011,24,15 |1 - 1 -

1 / N

I ’ ,/
8 1 o o o J 2120 |- o1l 1 o J 10441115 | L 4 L

1 /7 R

1 /, /,
10 1 o 1 o) v 8,10 1 0." - ) v S e

] 4 ,/
112 |1 o 1 1 Y4 1011 |1 o! 1 - v 7 g

I V2 7’

! ’ Ayni olanlar yazmaya gerek yok
14 1 1 1 o) v 10,14 |1 g o N e Y Y ya g Y

I v ,

! e s’
15 1 1 1 1 V4 11,15 | 1 ﬂ" 1 A

4
I S ,,/’
14,25 |12 4 1 > ¢
1 4 ’
I 4 s~

Tim asal carpimlar kiimesi (Isaretsiz olanlar): x1'x2’x3’, x2'x4’, x1 x3
En ucuz ¢oziimii elde etmek igin bu asamadan sonra segenekler tablosu olusturulur ve en ucuz yeterli kime

bulunur.



Ornek: Asagida verilen fonksiyonun tim asal carpimlar kiimesini Quine-McCluskey

yontemiyle bulunuz.
f(x1, x2, x3, x4)= Zm(3, 4, 7, 8, 9, 12, 13)

Num. [ X1 X2 X3 X4 Num. X1 X2 X3 X4 Num. X1 X2 X3 X4
4 o 1 o O === > 4,12 - 1 o o 8,9,12,13 1 - ) -
~ 4 y
4
8 1 o o o V4 ,/' g q 1 o ! o - V4 8,12,9,13 :L,/ ~ 0 ~
/ I 4
/ 1 U4
3 o o 1 1 v’ g12 |1 - ! o o J 7
/ 1 4
/ H /’
q j— 0 0 j— ,,\/ 3)7 0 - 'l 1 A j— ,’
/4 \ 4
/ 1 1 U4
12 1 1 0 o 7 a1z |1 -1 o} 1 J Agw,gfam(aw yazmaya gerek yok
]
I [} ,’
7 o 1 1 1 N4 12,15 |1 1] O i - S /.
! ] 1 /,
I 1 /
13 1 1 o 1 \/ i \ //
I \ 4
I ]
1 ]
I ]

I \ 4

Tim asal ¢arpimlar kiimesi ([saretsiz olanlar): x2 x3'x4', x1'x3x4, x1 3’

En ucuz ¢oziimii elde etmek igin bu asamadan sonra segenekler tablosu olusturulur ve en ucuz yeterli

kiime bulunur.



bO'r{nek: Asagida verilen fonksiyonun tim asal carpimlar kimesini Quine-McCluskey yontemiyle
utunuz.

f(x1, x2, X3, x4)=Zm(2, 4, 8, 9,13, 15 ) + 39(6,10,12)
Maliyet hesabinda her degisken 2 birim, her timleme islemi 1 birim maliyete sahip olacaktir.

Num. | X1 X2 X3 X4 Num. X1 X2 X3 X4 Num. |X:L X2 X3 X4
2 o o 1 o v 2,6 o - 1 o 8,9,12,13 ‘ 1 - o -
4 o 1 o o V4 2, 10 - o 1 o
8 1 o o o v 4,6 o 1 - o
6 o 1 1 o v 4,12 - 1 o )
q 1 o o 1 v 8,9 1 o o - v
10 1 o 1 o v 8,10 1 o - o
12 1 1 o o V4 8,12 1 - o o N4
13 1 1 o 1 v 9,13 1 - o 1 N4
15 1 1 1 1 v 12,13 | 1 1 o - N4
| 13,15 | 1 1 - 1

Tim asal ¢arpimlar kiimesi (Isaretsiz olanlar): x1'x3x4’, x2'x3x4’°, XL'K2X4, x2x3'X4’, x1x2'X4’, x1x2Xx4, X1
X3!



Q m M U o >

Tim Asal Carpimlar Kiimesi:

X1X3’ X2X3'X4'

Sembol A B C
Maliyet 5

Ortiilen £,9,13 4 4
noktalar

Fonksiyonun "dogru" noktalar

4 8 q 13
X X X
X
X
X
X

X1IX2X4

15

X1'X3BX4'

Maliyet
5

0 00 0 & o0 o

X2'X3X4"  XIX2'X4’

Asal carpimlar tablosunu olustururken belivsiz degerlerin yani
®'levin ‘O’ oldugu varsaytlir.

Belirsiz degerlere sahip noktalarin ortilmesine gerek olmadigi
i¢in bu noktalar tabloya yerlestirilmemistiv.



Petrick Yontemd:

Petrick Yontemi, verilen bir asal ¢arpanlar tablosunda fonksiyonu sadelestirmek igin Boole cebrinde kullanilan
aksiyom ve teoremleri kullaniv.

Ornek: Asagidaki fonksiyonun asal ¢arpim tablosu verildigine gore fonksiyonu sadelestiriniz.

F(a,b,c)=a’b'c + a’bc’ + a’bc + ab'c’ + ab'c + abc’

Fonksiyonun "dogru" noktalari

1 2 3 4 5 6 Cost
A (a'c) X X s
B (b'c) X X s
C (a'b) X X s
D (bc)) X X &
E (ab’) X X &
F (ac”) X X s

Baslica nokta, ortisen satir ve sitin olmadigina dikkat ediniz.



Petrick Yontemi (devam)

P{etri{cl; yonteminde tim minterimlerin kapsanmasi gerektiginden dolayi, asagidaki fonksiyon dogru
olmalidir.

P=(A+B).(C+D).A+CO(E+F(B+E).D+F)=1

(A + B).(A + CO)=A+B.C

(E+ F)(B + E)=A+B.C

(C+D).(D+F)=D+C.F

P= (A +BC).(E+FB).(D+CF) = (AE+AFB+BCE+BCF).(D+CF)

P= AED + ABFD + BCED + BCFD + AECF + AFBC + BCEF + BCF

Yukarida belirtilen fonksiyonun her bir terimi, fonksiyonu sadelestirmek igcin alinmasi gereken
terimleri gosterir. En dugik maliyet faktorine sahip terimler ‘AED’ ve ‘BCF olmaktadir.

Ayni (en dusiik) wmaliyete sahip asagidaki ifadelerden herhangi biri kullanilarak fonksiyonun
sadelestivilmesi gergeklestivilmektedir.

F(a,b,c) = a’c + ab’ + bc’
F(a,b,c) = b’c + a’b + ac’

Her iki tasarimin maliyeti esittir (15).



KAZALAR

Bir giris dederinin, farkli bir kag yoldan ¢ikisi etkilemesi nedeniyle ¢ikista beklenmedik
deder degisiklikleri (kazalar) olusur.
Ug tiir kaza (hazard) vardiv:

a) Statik O: Cikig lojik O'da kalmasi gerekirken kisa bir sire "1" olup tekrar O'a iner.
Statik O kaza, toplamlarin ¢arpimi seklinde gerceklenen devrelerde olusur.

b) Statik 1: Cikig lojik 1'de kalmasi gerekirken kisa bir sire "O" olup tekrar 1’e ¢ikar.
Statik 1 kaza, ¢carpimlarin toplami seklinde gerceklenen devrelerde olusur.

¢) Dinamik: Cikis bir kez deger degistirmesi gerekirken bir kag defa deder degistiviv.

Statik © Statik 1 Dinamik



o 0 ‘\

_I_B_% L

J

C

0 A | /

D

Statik © Kazasi

F(A,B,0)=(A+B".(B+C)=D.E

D ve E ¢ikislar anlik ¢

1’ olur.

Bu devrenin dogruluk tablosu incelendiginde A=0,
B=0, C=0 givisi i¢cin F=0 oldugu gorilir. Bu
durumdayken B=1 olursa lojik ifadeye gore devienin
¢tkisimin F=0 olarak kalmasi gerekir. Ancak 1. yol, 2.
yola gore gecikmeler agisindan  daha "kisa”
oldugundan F ¢ikisinda anlik bir degisim (Statik O
kazag olusur-

Kapilar i¢cin yayilma gecikmesi 10ns olarak alindi.

B AN

P\ \ : i
B’ L\ i 5

A\
¥ I\
: =
F ; S

o) 20ns 30ns 40ns m Statik © kazasi



Statik 1 Kazasi

E Carpimlarin tololawu fek(inde gerceklenen yandaki
} devrenin dogruluk tablosu incelendiginde A=1, B=1,
%7 C=1 jiw'gi icin F=1 oldugu gorilir. Bu durumdayken
Y j)": B=1'den O'a inerse devrenin ¢ikisimin F=1 olarak
B L kalmasi gerekir. Ancak F ¢ikisinda anlik bir degisim
_ ast g 9
D D (statik 1 kaza) olusur.

F(A,B,C)=AB+BC

D ve E ¢ikiglart anlik sifir olur.

\\]
I\

Kapilar igcin yayilma gecikmesi 10ns olarak alind..

A

A

20ns 30ns 4ons m Statik 1 kazasi



Statik Kazalarin Onlenmes!

A

)

Bir devrede kaza tehlikesi olup olmadigi Karnaugh diyagramindan anlasilabiliv. Eger iki komsu ‘1
agni grup tarafindan kapsanmuyorsa, bu iki komgu ‘1’ arasindaki gegis icin bir statik kaza vardir.
n degiskenli bir haritada bir degisken degisiklik gosterdiginde ve diger n-1 degiskende bir degisiklik
olmamasi durumunda bu gegis meydana gelmektedir (komsu 2L'ler medemiz(e). Statik hatayi
onlemek igcin fonksiyona bu tir komsu L'leri ayni grup iginde gosteren fazladan bir grup eklenir.

A\ BC_C c C
oo o1 11 10 Ornedin yandaki haritada B'deki degisim (1-0) bir asal
_ carpimdan digerine gegilmesine neden olmaktadir. Boyle
AlO o m o o gecisler gecikmelerden dolayi kazalara (statik ‘17) neden
© * ? * olurlar. Eger kazalar kesinlikle oénlenmek isteniyorsa
_ devrenin maliyeti arttinlarak, arvalarinda gegis olan ki
Al1l © 1+ -1 Zl carpimin konsensisii de tasarima eklenir.
4 5 e *
A\ BC_C C C
B B [o)e, o1 11 10
F=AB + B'C Ao, el [+ ].e . © F=AB + B'C + AC

N o |

R |
R



Ornek: Asagida verilen haritada statik 1’ hatasini  onleyecek sekilde fonksiyonu

sadelestiriniz.

F(A,B,C,D)=AC+A’D+BC'D’

A A
DAB oo o1 1 10
]
BCD, |
oo o ?— | 1 o D
_ o 4 12 8
cC }
1 1 o o
, o1
AD e 15 :
D
11 + 1 1 1
3 7 is 11
c o o 1 1 | [ "AC
10 D
2 & 14 10
B B B

Fonksiyona fazladan 3 grup ekleyerek statik ‘1’ hatasi onlenir.

AB

>

A

oo o1 11 10
BCD______
oo o “'FD | 1 o D
E o -t e 52 8
o 1 l 1 o o - A'BC
> -
A D 1 5 13 9 D
i1 C a a o B D‘“ ——————— - CD
= 7 1s 11 e
(& o o 1 1 _ T ~AC
1o D
2 & e B 5 10
B B B

~.
-~

F(A,B,C,D)=AC+A’D+BC’D’+CD+A’BC’+ABD’



Ornek: Asadida verilen haritada statik ‘O hatasini  énleyecek sekilde fonksiyonu
sadelestiriniz.

AC ool o | b . . | B F =A'C'+AD+BCD’
z : e De Morgan:
11 1 1 ] 1 } o q o _: ----- .D. 4 E :A,C)+AD+BCD,
=3 7 is T 11 e AD
c o 1 o o 1 5 F:(A‘f‘C)-(A,"‘D,)-(B,‘*‘C,"‘D)
5 5\ &
BCD
Fonksiyona fazladan 3 grup ekleyerek statik ‘O’ hatasi onlenir.
AB oo A o1 11 A 1o
AC _col jo||el| 2 | = | B F = (A+C).(A'+D).(B+C'+D).(C+D").(A+B+D).(A'+B'+(")
E (=] < 12 8
o1 (o e ° D-' _______________ CD
1 5 13 9 .‘-_--‘- D
=, : . * 1m = A > AD
N B B Loj ™ | 5
5 5 B Asc




Tek ve Cift Fonksiyonlar

Bir K-haritasindaki tek ve c¢ift fonksiyonlar “dama tahtas’’ desenleri olusturur.
[cerisinde tek sayida “1” olan 2% adet minterimden olusan fonksiyon “tek fonksiyon”
olarak isimlendiriliv. Igerisinde ¢ift sayida “1° olan 2"+ adet wminterimden olusan
fonksiyon “¢cift fonksiyon’ olarak isimlendirilir.

B\A A A B\A A A
O 1 O 1
Blo B
00 21 Ol 20
Bll 1 s O B 1 (@) z 1

F(A,B)= Zm(1,2)= A'B+AB=ADB F(A.B)= Zm(0,3)= A'B'+AB=(A®B)=A0OB

Tek fonksiyon Cift fonksiyon



3-givisli Tek Fonksiyon:

Tek fonksiyon: Devre:
A\BC_C C c
00 o1 11 10
A
Alo o 1 1o, 1
(0] 1 2
Al 1 o 1 o C
4 ) 7 6
B B

F(A,B,C)= Sm(1,2,4,7)=A'B'C + ABC + AB'C’' + ABC
= (AB' + A'B) C' + (AB + A’'B)C= (AB®B)C’ + (A@®B)C=ADBBC



3-girisli Cift Fonksiyon

Cift fonksiyon: Devre:
A\BC__C C C
00 o1 11 10 A
Alo 1 O 1 o 3 A‘
(o) 1 3 2
C
Al © 1 o 1 /
4 s 7 6
B B

F(A,B,C)= Sm(0,3,5,6)=A'B'C’ + A'BC + ABC + ABC’
= (AB + AB) C' + (AB + AB)C= (A®B)'C + (ADB)C=(A®BDC)= AOBOC



4-girisli Tek ve Cift Fonksiyon Ornekleri:

Tek fonksiyon: Cift fonksiyon:
AB A A AB A A
D oo o1 11 10 cD oo o1 11 10
oo o 1 o 1 D oo 1 o 1 o D
s 2] 2 z o 4 2
o1 1 © t ° o1 ° 1 o 1
1 5 1 D 5 D
11 (2] 1 o 1 11 1 o 1 o
c 1 o 1 o — 4 o 1 o 1
10 D 10 D
E B E B B B
F(A,B,C,D)= AGBOCHD F(A,B,C,D)= (A@BOACHD)= AOBOCOD
Devre: Devvre:

2T > s ) >
> S
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