OLASILIK VE ISTATISTIK

1. HAFTA
ISTATISTIK VE VERI ANALIZINE GIiRiS$

1.1 GENEL BAKIS: ISTATISTIKSEL CIKARIM, ORNEKLER, POPULASYONLAR
VE OLASILIGIN ROLU

1980'lerden baslayarak ve 21. ylizyila kadar devam ederek, diinya endiistrisinde
kalitenin iyilestirilmesine asir1 miktarda dikkatle odaklanilmistir. Istatistiksel yontemlerin
kullanilmasiyla ve yonetim personeli arasinda istatistiksel diisiincenin gergeklestirilmesiyle

iilkelerin endiistri anlamindaki basaris1 gittik¢e artmistir.
A. Bilimsel Verilerin Kullanimi

Uretimde, gida iiriinlerinin  gelistirilmesinde, bilgisayar yazilimlarinda, enerji
kaynaklarinda, ilaglarda ve diger bir¢ok alanda istatistiksel yontemlerin kullanilmasi, bilgi veya
bilimsel verilerin toplanmasini icermektedir. Elbette, verilerin toplanmasi yeni bir sey degildir.
Bin y1l1 agkin siiredir yapilmaktadir. Veriler toplandi, 6zetlendi, raporlandi ve incelenmek iizere
saklandi. Bununla birlikte, bilimsel bilgilerin toplanmasi ile ¢ikarimsal istatistikler arasinda

derin bir ayrim vardir. Son yillarda hakli olarak dikkat ¢eken ikincisidir.

Cikarimsal istatistiklerin iiriinii, istatistik pratisyenleri tarafindan kullanilan istatistiksel
yontemlerden olusan genis bir "ara¢ kutusu" olmustur. Bu istatistiksel yontemler, belirsizlik ve
degiskenlik karsisinda bilimsel yargilarda bulunma siirecine katkida bulunmak i¢in
tasarlanmistir. Bir liretim siirecinden belirli bir malzemenin tiriin yogunlugu her zaman ayni
olmayacaktir. Gergekten de s6z konusu siireg siirekli olmaktan ziyade toplu bir siire¢se, hattan
cikan partiler arasinda yalnizca malzeme yogunlugunda bir degisiklik olmayacak (partiden
partiye degisim), ayni zamanda parti icinde de varyasyon olacaktir. Siirecin kalitesini
tyilestirmek i¢in siirecin neresinde degisiklik yapilabilecegi konusunda daha fazla fikir edinmek
icin bunun gibi bir siirecten gelen verileri analiz etmek i¢in istatistiksel yontemler kullanilir. Bu
stirecte kalite, bu yakinlik kriterinin zamanin hangi kisminda karsilandigi ile uyumlu olarak

hedef yogunluk degerine yakinlik ile ilgili olarak iyi tanimlanabilir.

Bir miihendis, kirlilik ¢alismalar1 sirasinda havadaki kiikiirt monoksiti 6l¢mek igin
kullanilan belirli bir aletle ilgilenebilir. Miithendisin aletin etkinligi hakkinda siipheleri varsa,

ele alinmas1 gereken iki varyasyon kaynagi vardir. Birincisi, ayn1 giin ve ayn1 yerde bulunan



kiikiirt monoksit degerlerinin degisimidir. Ikincisi, gézlemlenen degerler ile o sirada havada
bulunan gergek kiikiirt monoksit miktar1 arasindaki farktir. Bu iki varyasyon kaynagindan
herhangi biri asir1 derecede biiyiikse (miihendis tarafindan belirlenen bazi standartlara gore),

aletin degistirilmesi gerekebilir.

Hipertansiyonu azaltan yeni bir ilagla ilgili bir biyomedikal ¢alismada, hastalarin % 85'i
rahatlama yasadi, oysa mevcut ilacin veya "eski" ilacin kronik hipertansiyonu olan hastalarin
%80'inde rahatlama sagladig1 genel olarak kabul ediliyor. Bununla birlikte, yeni ilacin yapimi
daha pahalidir ve bazi yan etkilere neden olabilir. Yeni ilag benimsenmeli mi? Bu, ilag
firmalarinin siklikla karsilastigi (¢ogunlukla ¢ok daha karmasik olan) bir sorundur. Yine,
varyasyonun dikkate alinmasi gerekir. “% 85 degeri, ¢alisma igin segilen belirli hasta sayisina
dayanmaktadir. Belki de ¢aligma yeni hastalarla tekrarlansaydi, gézlemlenen “bagar1” sayis1 %
75 olurdu! Karar stirecinde dikkate alinmasi gereken, ¢alismadan ¢alismaya dogal farkliliktir.

Aciktir ki, bu degiskenlik dnemlidir, ¢linkii hastadan hastaya degisiklik, soruna 6zgiidiir.
B. Bilimsel Verilerdeki Degiskenlik

Yukarida tartisilan problemlerde kullanilan istatistiksel yontemler, degiskenligi ele
almayr icerir ve her durumda incelenecek degiskenlik, bilimsel verilerde karsilasilan
degiskenliktir. Proseste gozlenen iiriin yogunlugu hep ayni olsaydi ve hep hedefte olsaydi
istatistiksel yontemlere gerek kalmazdi. Silfiir monoksiti 6lgen cihaz her zaman ayni degeri
veriyorsa ve deger dogruysa (yani dogruysa), istatistiksel analize gerek yoktur. ilaca verilen
yanitin dogasinda hastadan hastaya degiskenlik olmasaydi (yani ya her zaman rahatlama getirir
ya da getirmez), ila¢ firmalarindaki bilim adamlar1 i¢in hayat basit olurdu ve kararda higbir
istatistikgiye ihtiyac duyulmazdi. Istatistik arastirmacilari, yukarida aciklananlar gibi
sistemlerden gelen verilerin analizine izin veren ¢ok sayida analitik yontem irettiler. Bu,
cikarimsal istatistik dedigimiz bilimin gergek dogasim1 yansitir, yani sadece verileri
raporlamanin Gtesine gecerek bilimsel sistem hakkinda sonuglar (veya ¢ikarimlar) ¢ikarmamiza
izin veren teknikleri kullanir. Istatistikgiler, bilimsel sistemler hakkinda sonuglar ¢ikarmak igin
temel olasilik yasalarini ve istatistiksel ¢ikarimi kullanirlar. Bilgi, ornekler veya gozlem
koleksiyonlar1 seklinde toplanir. Ornekleme siireci 2. Béliim'de tanitilmaktadir ve tartisma tiim

ders boyunca devam etmektedir.

Numuneler, tiim bireylerin koleksiyonlar1 olan popiilasyonlardan veya belirli bir tiirdeki
bireysel dgelerden toplanir. Bazen bir popiilasyon bilimsel bir sistemi ifade eder. Ornegin, bir

bilgisayar kart1 tireticisi kusurlar1 ortadan kaldirmak isteyebilir. Bir 6rnekleme stireci, siiregten



rastgele 6rneklenen 50 bilgisayar kart1 hakkinda bilgi toplamay1 i¢erebilir. Burada popiilasyon,
firma tarafindan belirli bir siire boyunca {iretilen tiim bilgisayar kartlaridir. Bilgisayar karti
stirecinde bir iyilestirme yapilirsa ve ikinci bir kart drnegi toplanirsa, siiregteki degisikligin
etkinligine iliskin varilan herhangi bir sonug, "gelistirilmis siire¢" kapsaminda iiretilen
bilgisayar kartlarinin tiim popiilasyonunu kapsamalidir. Bir ilag deneyinde hastalardan bir
numune almir ve her birine kan basincini diisiirmek icin 6zel bir ilag verilir. lgi,

hipertansiyondan muzdarip olanlarin popiilasyonu hakkinda sonuglar ¢ikarmaya odaklanmaistir.

Cogu zaman, bilimsel verilerin sistematik bir sekilde toplanmasi ¢ok onemlidir ve
planlama giindemin {ist siralarinda yer alir. Zaman zaman planlama, zorunlu olarak, oldukca
siirlidir. Genellikle popiilasyondaki 6gelerin veya nesnelerin yalnizca belirli 6zelliklerine veya
ozelliklerine odaklaniriz. Her bir 6zelligin, niifus hakkinda bilgi edinmek isteyen bilim adami
veya miihendis olan "miisteri" i¢in belirli bir miihendisligi veya sozgelimi biyolojik 6nemi
vardir. Ornegin, yukaridaki resimlerden birinde, islemin kalitesi, bir islemin ¢iktisinin iiriin
yogunlugu ile ilgiliydi. Bir miihendisin proses kosullarinin, sicakligin, nemin, belirli bir
bilesenin miktarinin vb. etkilerini incelemesi gerekebilir. Bu faktorleri, arzu edilen recete veya
deneysel tasarima gore Onerilen seviyelere sistematik olarak tasiyabilir. Bununla birlikte, belirli
bir tiir agagta odun yogunlugunu etkileyen faktorlerin arastirilmasiyla ilgilenen bir orman
bilimcisi mutlaka bir deney tasarlayamaz. Bu durum, verilerin sahada toplandig1 ancak faktor
diizeylerinin 6nceden se¢ilemedigi gézlemsel bir ¢alismay1 gerektirebilir. Bu tiir caligmalarin
her ikisi de istatistiksel ¢ikarim yontemlerine uygundur. Ilkinde, ¢ikarimlarin kalitesi, deneyin
uygun sekilde planlanmasina bagli olacaktir. ikincisinde, bilim adami toplanabilecek olanin
insafina kalmistir. Ornegin, bir agronomistin yagisin bitki verimi {izerindeki etkisini

incelemekle ilgilenmesi ve verilerin bir kuraklik sirasinda toplanmas liziictidiir.

Yoneticiler tarafindan istatistiksel diisiinmenin 6nemi ve bilimsel personel tarafindan
istatistiksel ¢ikarimin kullanilmasi yaygin olarak kabul edilmektedir. Arastirma bilim adamlar1
bilimsel verilerden ¢ok sey kazanirlar. Veriler, bilimsel fenomenlerin anlagiimasini saglar. Uriin
ve slire¢ mithendisleri, siireci iyilestirmek i¢in cevrimdisi cabalarinda ¢ok sey 6grenirler. Ayrica
diizenli olarak tiretim verilerini toplayarak (cevrimici izleme) degerli bilgiler edinirler. Bu,

stireci istenen kalitede tutmak icin gerekli degisiklikleri belirlemelerini saglar.

Bir bilim adaminin yalnizca ornekte temsil edilen bir dizi verinin bir tiir 6zetini elde
etmek istedigi zamanlar vardir. Bagka bir deyisle, ¢ikarimsal istatistik gerekli degildir. Bunun
yerine, bir dizi tek rakaml istatistik veya tanimlayici istatistik yararlidir. Bu sayilar, verilerin

konumu, verilerdeki degiskenlik ve Orneklemdeki gdzlemlerin dagiliminin genel dogasi



hakkinda bir merkez duygusu verir. Istatistiksel ¢ikarima yol agan higbir 6zel istatistiksel
yontem dahil edilmemis olsa da, ¢ok sey 6grenilebilir. Zaman zaman, tanimlayici istatistiklere
grafikler eslik eder. Modern istatistiksel yazilim paketleri ortalamalarin, medyanlarin, standart
sapmalarin ve diger tek sayi istatistiklerinin hesaplanmasina ve ayrica 6rnegin dogasinin bir
"ayak izini" gosteren grafiklerin liretilmesine izin verir. Histogramlar, govde-yaprak ¢izimleri,
sacilma cizimleri, nokta ¢izimleri ve kutu ¢izimleri dahil olmak tizere tek sayili istatistiklerin

ve grafiklerin tanimlar1 ve ¢izimleri takip eden boliimlerde verilecektir.
C. Olasihigin Rolii

Bu derste, ileriki haftalar temel olasilik kavramlarini ele aliyor. Bu kavramlarda
kapsaml1 bir temellendirme, okuyucunun istatistiksel ¢ikarimi daha iyi anlamasina olanak tanir.
Olasilik kuraminin bigimselligi olmadan 6grenci, modern istatistiksel ydntemlerle veri
analizinden elde edilen ger¢ek yorumu takdir edemez. Istatistiksel gikarimi incelemeden dnce
olasilig1 incelemek olduk¢a dogaldir. Olasilik unsurlari, sonuglarimizdaki giicii veya "giiveni”
6l¢memize izin verir. Bu anlamda, olasilik kavramlari, istatistiksel yontemleri tamamlayan ve
istatistiksel ¢ikarimin giiciinii 6lgmemize yardimci olan 6nemli bir bilesen olusturur. O halde
olasilik disiplini, tanimlayici istatistikler ile ¢ikarimsal yontemler arasindaki gecisi saglar.
Olasilik unsurlari, sonucun bilim veya miihendislik uygulayicilarinin ihtiyag duydugu dile
getirilmesine izin verir. Okuyucunun, istatistiksel yontemlerin kullanimindan elde edilen
sonuglarin yorumlanmasinda genellikle "sonug" saglayan bir P-degeri kavramini anlamasini

saglayacak bir 6rnek asagidadir.

Bir miihendisin, 100 par¢adan numune alinan ve 10 tanesinin kusurlu oldugu bir
iiretim siirecinden gelen verilerle karsilastigini varsayalim. Zaman zaman kusurlu {iriinlerin
olmasi beklenir ve tahmin edilir. Agik¢asi bu 100 madde 6rneklemi temsil ediyor. Ancak uzun
vadede sirketin siiregteki kusurlari ancak %35 oraninda tolere edebilecegi tespit edilmistir.
Simdi, olasilik unsurlar1, mithendisin, siirecin dogas ile ilgili olarak numune bilgisinin ne kadar
kesin oldugunu belirlemesine izin verir. Bu durumda, popiilasyon kavramsal olarak siiregteki
tiim olas1 ogeleri temsil eder. Eger siire¢ kabul edilebilirse, yani %5'ten fazlas1 kusurlu olan
tirtinler tiretmiyorsa, slirecten 100 iirtinden olusan rastgele bir 6rneklemde 10 veya daha fazla
kusurlu {irtin elde etme olasiligmin 0,0282 oldugunu 6grendigimizi varsayalim. . Bu kiigiik
olasilik, siirecin gercekten de uzun vadede %5'i asan kusurlu iirlin oranina sahip oldugunu
gosteriyor. Baska bir deyisle, kabul edilebilir bir siire¢ kosulu altinda, elde edilen numune
bilgisi nadiren ortaya cikar. Ancak gerceklesti! Aciktir ki, proses kusurlu orani énemli bir

miktarda %5'i asarsa, cok daha yiiksek bir olasilikla ger¢eklesecektir.



Bu 6rnekten, olasilik unsurlarinin, 6rnek bilgilerin bilimsel sistem hakkinda kesin veya
sonugsuz bir seye doniistiiriilmesine yardimci oldugu agikca ortaya c¢ikiyor. Aslinda,
ogrenilenler muhtemelen miihendis veya yonetici i¢in endise verici bilgilerdir. Aslinda Bolim
10'da detaylandiracagimiz istatistiksel yontemler, 0,0282'lik bir P degeri iiretti. Sonug, siirecin
biiyiik olasilikla kabul edilemez oldugunu gosteriyor. P-degeri kavrami sonraki boliimlerde

uzun uzadiya ele alinmaktadir. Asagidaki ornek, ikinci bir agiklama saglar.

Istatistik calismasinda, temel olarak planl bir calismada veya bilimsel arastirmada
ortaya ¢ikan tesadiifi sonuglarin sunumu ve yorumlanmasiyla ilgilenilmektedir. Ornegin, bir
trafik 151g1min yerlestirilmesini gerek¢elendirmeyi umarak, herhangi bir X kavsaginda meydana
gelen aylik kaza sayisin1 kaydedebiliriz; bir montaj hattindan ¢ikan iriinleri "kusurlu" veya
"kusursuz" olarak siniflandirabiliriz veya bir asidin konsantrasyonu degistiginde kimyasal bir
reaksiyonda salinan gazin hacmiyle ilgilenebiliriz. Bu nedenle, istatistik¢i genellikle sayimlari
veya Olgtimleri temsil eden sayisal verilerle veya bazi kriterlere gore siiflandirilabilen

kategorik verilerle ugragsmaktadir.

Genellikle bilimsel c¢alismanin dogasi, istatistiksel c¢ikarimda olasilik ve
timdengelimli akil yiiriitmenin oynadig1 roli belirleyecektir. Sayfa 314'teki Alistirma 9.40,
agaclarin kokleri ile bir mantarin eylemi arasindaki iliskinin gelistirilmesi iizerine Virginia
Politeknik Enstitiisii ve Eyalet Universitesi'nde yiiriitiilen bir ¢alismayla ilgili verileri saglar.
Mineraller mantardan agaclara, seker ise agaglardan mantara aktarilir. 10 kuzey kirmizi mese
fidanindan iki numune bir seraya dikildi, biri nitrojenle islenmis fideler ve digeri nitrojensiz
fideler iceriyordu. Diger tiim ¢evre kosullar1 sabit tutuldu. Tiim fideler mantar Pisolithus
tinctorus igeriyordu. Govde agirliklari gram cinsinden 140 giiniin sonunda kaydedilmistir.

Veriler Tablo 1.1'de verilmistir.

Tablo1.1: Ornek 1.2 i¢in Veri Kiimesi

No Nitrogen Nitrogen

0.32 0.26
0.53 0.43
0.28 0.47
0.37 0.49
0.47 0.52
0.43 0.75
0.36 0.79
0.42 0.86
0.38 0.62

0.43 0.46




Bu oOrnekte, iki ayr1 popiilasyondan iki Ornek vardir. Deneyin amaci, nitrojen
kullaniminin koklerin biiyiimesi iizerinde bir etkisinin olup olmadigini belirlemektir. Calisma,
karsilagtirmali bir calismadir (yani, iki popiilasyonu belirli bir énemli 6zellik agisindan
karsilagtirmaya g¢alistyoruz). Verileri Sekil 1.1'deki nokta ¢iziminde gosterildigi gibi ¢izmek
ogreticidir. o degerleri “nitrojen” verilerini temsil eder ve x degerleri “nitrojen icermeyen”

verileri temsil eder.
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Sekil 1.1: Govde agirlig1 verilerinin nokta grafigi.

Verilerin genel goriiniimiiniin okuyucuya ortalama olarak nitrojen kullaniminin goévde
agirhigini artirdigin diistindiirebilecegine dikkat edin. Dort nitrojen gézlemi, nitrojen icermeyen
gdzlemlerin herhangi birinden 6nemli 6l¢lide daha biiyiiktiir. Azot icermeyen gozlemlerin ¢ogu,
verilerin merkezinin altinda goriiniiyor. Veri setinin goriiniimii nitrojenin etkili oldugunu
gosteriyor gibi goriiniiyor. Ancak bu nasil 6l¢iilebilir? Goriinen gorsel kanitlarin tiimii bir
anlamda nasil dzetlenebilir? Onceki drnekte oldugu gibi, olasiligin temelleri kullanilabilir.
Sonuglar bir olasilik ifadesinde veya P-degerinde 6zetlenebilir. Burada 6zet olasilig1 tireten
istatistiksel ¢ikarimi gdstermeyecegiz. Ornek 1.1'de oldugu gibi, bu yontemler Béliim 10'da
tartisilacaktir. Nitrojen etkisinin olmadigi, diger bir deyisle her iki numunenin de ayni
popiilasyondan {iretildigi diisiiniildiiglinde, konu “buna benzer verilerin gozlemlenebilme
olasilig1” etrafinda donmektedir. . Bu olasiligin kiiciik oldugunu varsayalim, diyelim ki 0.03.
Bu kesinlikle nitrojen kullaniminin kirmizi mese fidelerinin ortalama gévde agirligini gergekten

etkiledigine (goriiniise gore arttirdigina) dair giiclii bir kanit olacaktir.
D. Olasihik ve Istatistiksel Cikarim Birlikte Nasil Cahisir?

Okuyucunun kendi basina bir bilim olan olasilik disiplini ile g¢ikarimsal istatistik
disiplini arasindaki net farki anlamasi Onemlidir. Daha Once belirttigimiz gibi, olasilik
kavramlarmin kullanimi veya uygulanmasi, istatistiksel ¢ikarim sonuglarinin gergek hayatta
yorumlanmasina izin verir. Sonug¢ olarak istatistiksel g¢ikarimin olasilik kavramlarindan
yararlandig1 sOylenebilir. Yukaridaki iki Ornekten, 6rnek bilgilerinin analistin kullanimina
sunuldugu ve istatistiksel yontemlerin ve olasilik 6gelerinin yardimiyla, popiilasyonun bazi
ozellikleri hakkinda sonuclar ¢ikarildigi (siire¢ kabul edilebilir goriinmiiyor) anlasilabilir.

Ornek 1.1 ve nitrojenin Ornek 1.2'deki ortalama gdvde agirliklarini etkiledigi goriilmektedir).



Bu nedenle, istatistiksel bir problem icin, ¢ikarimsal istatistiklerle birlikte 6rnek, popiilasyon
hakkinda sonuclar ¢ikarmamiza izin verir; ¢ikarimsal istatistikler, olasilik unsurlarini1 net bir
sekilde kullanir. Bu akil yiiritme dogast geregi endiiktiftir. Simdi Boliim 2'ye ve otesine
gegerken, okuyucu burada iki Ornegimizde yaptigimizin aksine istatistiksel problemleri
cozmeye odaklanmadigimizi fark edecektir. Hi¢gbir numunenin yer almadigi birgok ornek
verilecektir. Bilinen popiilasyonun tiim ozellikleri ile agikg¢a tanimlanmis bir popiilasyon
olacaktir. Ardindan, 6nemli sorular, popiilasyondan varsayimsal olarak ¢ikarilabilecek verilerin
dogasina odaklanacaktir. Bdylece, olasiliktaki 6gelerin, popiilasyonun bilinen 6zelliklerine
dayanarak, popiilasyondan alinan varsayimsal verilerin &zellikleri hakkinda sonuglar
cikarmamiza izin verdigi sdylenebilir. Bu tiir akil yiirlitme dogasi geregi timdengelimlidir.

Sekil 1.2, olasilik ve ¢ikarimsal istatistikler arasindaki temel iliskiyi gostermektedir.

Probabilty
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e
.k\ /‘/

.
o

Statistical Inference
Sekil 1.2: Olasilik ve ¢ikarimsal istatistikler arasindaki temel iliski.

Simdi, genel olarak, hangisi daha 6nemli, olasilik alan1 m1 yoksa istatistik alan1 m1? Her
ikisi de ok 6nemlidir ve agik¢a tamamlayicidir. ki disiplinin pedagojisine iliskin tek kesinlik,
eger istatistiklerin yalnizca bir "yemek kitab1" seviyesinden daha fazla 6gretilmesi gerekiyorsa,
0 zaman oOnce olasilik disiplininin 6gretilmesi gerektigi gerceginde yatmaktadir. Bu kural,
analist o Ornekteki belirsizligin temellerini 6grenene kadar bir ornekten bir popiilasyon
hakkinda higbir sey 6grenilemeyecegi gerceginden kaynaklanmaktadir. Ornegin, Ornek 1.1'i
ele alalim. Soru, siire¢ tarafindan tanimlanan popiilasyonun %5'ten fazla kusurlu olup olmadigi
etrafinda toplaniyor. Baska bir deyisle, varsayim, ortalama olarak 100 6geden 5'inin kusurlu
olmasidir. Simdi, numune 100 68e igeriyor ve 10 tanesi kusurlu. Bu varsayimi destekliyor mu
yoksa ¢iirlitiiyor mu? Yiizeyde varsayimin ¢iiriitiilmesi gibi goriinebilir ¢linkii 100 kisiden 10'u
"biraz fazla" goriiniiyor. Ancak olasilik unsurlari olmadan nasil bilebiliriz? Sadece ileriki
boliimlerde materyali inceleyerek siirecin kabul edilebilir oldugu (%5 kusurlu) kosullar
ogrenecegiz. 100 kisilik bir 6rneklemde 10 veya daha fazla kusurlu iiriin elde etme olasiligi
0,0282'dir.



Olasilik unsurlarinin, bilim adami veya miihendisin bir karar olusturmak ic¢in kanit
olarak kullanabilecegi bir 6zet sagladig: iki 6rnek verdik. Veriler ve sonug arasindaki kopri,
elbette, istatistiksel ¢ikarim, dagilim teorisi ve gelecek boliimlerde tartisilan ornekleme

dagilimlarinin temellerine dayanmaktadir.
1.2 ORNEK (NUMUNE) ALMA iSLEMLERI; VERILERIN TOPLANMASI

Bolim 1.1'de oOrnekleme kavramini ve Ornekleme siirecini ¢ok kisaca tartistik.
Ornekleme basit bir kavram gibi goriinse de evren ya da kitleler hakkinda cevaplanmasi gereken
sorularin karmasikligi, 6rnekleme siirecinin zaman zaman ¢ok karmasik olmasini zorunlu
kilmaktadir. Ornekleme kavrami Bolim 8'de teknik bir sekilde tartisilirken, burada bazi
sagduyulu Ornekleme kavramlarin1 vermeye c¢alisacagiz. Bu, degiskenlik kavraminin

tartisilmasina dogal bir gegistir.
A. Basit Rastlant1 (Rastgele/Rassal) Ornekleme

Uygun 6rneklemenin 6nemi, analistin sorulan sorular yanitlayabildigi giiven derecesi
etrafinda doner. Problemde sadece tek bir popiilasyon oldugunu varsayalim. Ornek 1.2'de iki
poplilasyonun yer aldigim1 hatirlaymn. Basit rasgele Ornekleme, belirli bir 6rneklem
biiytikliigiindeki herhangi bir belirli 6rnegin, ayn1 biiyiikliikteki diger herhangi bir 6rneklemle
ayni secilme sansina sahip oldugu anlamina gelir. Ornek boyutu terimi, basitge drnekteki
ogelerin sayis1 anlamina gelir. Agikgasi, bircok durumda 6rnek se¢iminde bir rasgele sayilar
tablosu kullanilabilir. Basit rasgele orneklemenin erdemi, 6rnegin, ¢ikarimlarin yapilmasi
gerekenden farkli (muhtemelen daha sinirli) bir popiilasyonu yansitmasi sorununun ortadan
kaldirilmasma yardimer olmasidir. Ornedin, Amerika Birlesik Devletleri'ndeki belirli bir
eyaletteki siyasi tercihlerle ilgili belirli sorular1 yanitlamak i¢in bir 6rneklem secilecektir.
Ornek, diyelim ki 1000 ailenin segimini igeriyor ve bir anket yapilacak. Simdi, rastgele
orneklemenin kullanilmadigin1 varsayalim. Aksine, secilen 1000 ailenin tamami veya
neredeyse tamami kentsel bir ortamda yasiyor. Kirsal alanlardaki siyasi tercihlerin kentsel
alanlardakilerden farkli olduguna inanilmaktadir. Bagka bir deyisle, ¢ekilen 6rneklem aslinda
popiilasyonu sinirlandirmistir  ve bu nedenle ¢ikarimlarin  “sinirlt  popiilasyon” ile
siirlandirilmast gerekir ve bu durumda sinirlama istenmeyebilir. Gergekten de, bir biitlin
olarak durum hakkinda c¢ikarimlarin yapilmas1 gerekiyorsa, burada agiklanan 1000

biiyiikliigiindeki 6rnege genellikle onyargili bir 6rnek denir.

Daha 6nce ima ettigimiz gibi, basit rasgele drnekleme her zaman uygun degildir. Hangi

alternatif yaklasimin kullanilacagi problemin karmasikligina baghdir. Cogu zaman, 6rnegin,



ornekleme birimleri homojen degildir ve dogal olarak kendilerini homojen, ortiismeyen
gruplara ayirirlar. Bu gruplara tabaka denir ve tabakali rasgele ornekleme adi verilen bir
prosediir, her bir tabaka i¢inde bir numunenin rasgele se¢imini igerir. Amag, her bir katmanin
ne fazla ne de az temsil edildiginden emin olmaktir. Ornegin bir ilde yapilacak tahvil
referandumuna iligskin 6n goriis almak i¢in 6rnek bir anket yapildigini varsayalim. Sehir, dogal
tabakalar1 temsil eden ¢esitli etnik gruplara boliinmiistiir. Herhangi bir grubu g6z ard1 etmemek

veya agir1 temsil etmemek icin, her gruptan ayri rastgele aile 6rnekleri segilebilir.
B. Deneysel Tasarim

Rastgelelik veya rastgele atama kavrami, Bolim 1.1'de cok kisaca tanitilan ve
miihendislik veya deneysel bilimin hemen hemen her alaninda 6nemli bir temel olan deneysel
tasarim alaninda biiyiik bir rol oynar. Bu, 13 ila 15. Boliimlerde uzun uzadiya tartigilacaktir.
Ancak, burada rastgele drnekleme baglaminda kisa bir sunum yapmak 6gretici olacaktir. Bir
dizi sozde tedaviler veya tedavi kombinasyonlari, bir anlamda incelenecek veya
karsilagtirilacak popiilasyonlar haline gelir. Bir 6rnek, Ornek 1.2'deki nitrojene karst nitrojen
icermeyen iglemlerdir. Baska bir basit 6rnek, "plasebo" ve "aktif ilag" olabilir veya bir korozyon
yorgunlugu ¢alismasinda, kaplanmig veya kaplanmamig 6rneklerin yani sira 6rneklerin maruz
kaldig1 diisiik veya yiiksek nem kosullarini iceren tedavi kombinasyonlarimiz olabilir. Aslinda,
dort tedavi veya faktér kombinasyonu (yani, 4 popiilasyon) vardir ve birgok bilimsel soru
sorulabilir ve istatistiksel ve ¢ikarimsal yontemlerle yanitlanabilir. Once Ornek 1.2'deki durumu
ele alalim. Denemede 20 adet hastalikli fidan bulunmaktadir. Verilerin kendilerinden fidelerin
birbirinden farkli oldugunu gérmek kolaydir. Azot grubu (veya azotsuz grup) icinde govde
agirliklarinda 6nemli degiskenlik vardir. Bu degiskenlik, genellikle deneysel birim olarak
adlandirilan seyden kaynaklanmaktadir. Bu, ¢ikarimsal istatistikte cok 6nemli bir kavramdir ve
aslinda aciklamasi bu boliimde bitmeyecek. Degiskenligin dogas1 ¢cok onemlidir. Deneysel
birimlerdeki asir1 homojen olmama durumundan kaynaklanan c¢ok biiyiikse, degiskenlik iki
popiilasyon arasindaki saptanabilir herhangi bir farki "yikar". Bu durumda ger¢eklesmedigini

hatirlayin.

Sekil 1.1'deki nokta grafigi ve P-degeri, bu iki kosul arasinda net bir ayrim oldugunu
gostermistir. Bu deneysel birimler, veri toplama siirecinin kendisinde nasil bir rol oynuyor?
Sagduyulu ve aslinda oldukg¢a standart yaklagim, 20 fideyi veya deney birimini iki muamele
veya kosula rastgele atamaktir. ilag ¢alismasinda, bir anlamda agikga farkli olacak olan toplam
200 mevcut hastay1 kullanmaya karar verebiliriz. Onlar deneysel birimlerdir. Bununla birlikte,

hepsi, ilacin potansiyel bir tedavi oldugu ayni kronik duruma sahip olabilir. Daha sonra



tamamen rastgele olarak adlandirilan bir tasarimda, 100 hasta rastgele plaseboya ve 100 hasta
aktif ilaca atanir. Yine, veri sonuglarindaki degiskenligi (yani, 6l¢iilen sonuctaki degiskenligi)
iireten, bir grup veya tedavi igindeki bu deneysel birimlerdir; 6rnegin kan basinci veya ilag
etkinlik degeri 6nemli olan her neyse. Korozyon yorulma g¢alismasinda deneysel birimler

korozyona konu olan numunelerdir.
C. Neden Deneysel Birimler Rastgele Atanmaktadir?

Deney birimlerini islemlere veya islem kombinasyonlarina rastgele atamamanin olasi
olumsuz etkisi nedir? Bu, ila¢ calismasinda en agik sekilde goriilmektedir. Sonuglarda
degiskenlik yaratan hastalarin 6zellikleri arasinda yas, cinsiyet ve kilo bulunmaktadir. Sadece
tesadiifen, plasebo grubunun, tedavi grubundakilerden agirlikli olarak daha agir olan bir insan
ornegini icerdigini varsayalim. Belki de daha kilolu bireylerin daha yiiksek kan basincina sahip
olma egilimi vardir. Bu, sonucu agik¢a saptirir ve aslinda, istatistiksel ¢ikarim uygulamasi
yoluyla elde edilen herhangi bir sonucun ilagla ¢ok az ilgisi olabilir ve daha ¢ok iki hasta 6rnegi

arasindaki agirlik farkliliklariyla ilgisi olabilir.

Degiskenlik terimine verilen 6nemin altini ¢izmeliyiz. Deney birimleri arasindaki agiri
degiskenlik, bilimsel bulgular1 "kamufle eder". Gelecek boliimlerde, degiskenlik Olciilerini
karakterize etmeye ve Olgmeye calisacagiz. Takip eden boliimlerde, Orneklerde
hesaplanabilecek belirli miktarlar1 tanitiyor ve tartistyoruz; miktarlar, verilerin konum
merkezine ve verilerdeki degiskenlige gére numunenin dogas1 hakkinda bir fikir verir. Bu tek
say1 Ol¢iimlerinin birkaginin tartigilmasi, hangi istatistiksel bilgilerin ileriki bdoliimlerde
kullanilacak istatistiksel yontemlerin Onemli bilesenleri olacagina iliskin bir Onizleme
saglamaya hizmet eder. Veri setinin dogasini karakterize etmeye yardimci olan bu olgtimler,
tanimlayici istatistikler kategorisine girer. Bu materyal, veri setinin karakterizasyonunda daha
da ileri giden resimsel ve grafik yontemlerin kisa bir sunumunun baglangicidir. Okuyucu,
burada gosterilen istatistiksel yontemlerin metin boyunca kullanilacagini anlamalidir.
Okuyucuya deneysel tasarim ¢alismalarinin neleri kapsadigina dair daha net bir resim sunmak

icin Ornek 1.3'{i sunuyoruz.

Bir aliiminyum metalinin korozyon geciktirici bir madde ile kaplanmasinin
korozyon miktarini azaltip azaltmadigini belirlemek i¢in bir korozyon calismasi yapilmastir.
Kaplama, bu tiir malzemelerde yorulma hasarin1 en aza indirmek i¢in reklami yapilan bir
koruyucudur. Ayrica nemin korozyon miktar iizerindeki etkisi de ilgi ¢ekicidir. Bir korozyon

ol¢limil, ar1zaya kadar binlerce dongii olarak ifade edilebilir. Kaplamasiz ve kimyasal korozyon



kaplamali olmak iizere iki kaplama seviyesi kullanilmistir. Ayrica, iki bagil nem seviyesi %20

bagil nem ve %80 bagil nemdir.

Ister sayisal ister kategorik olsun, herhangi bir bilgi kaydina gdzlem olarak atifta

bulunacagiz. Boylece, gegen yil boyunca Ocak'tan Nisan'a kadar her ay X kavsaginda meydana

gelen kazalarin sayisini temsil eden 2, 0, 1 ve 2 sayilari bir dizi gézlem olusturmaktadir. Benzer

sekilde, bes 6ge incelendiginde kusurlu veya hatasiz bulunan 6geleri temsil eden N, D, N, N ve

D kategorik verileri gozlem olarak kaydedilir.

Deney, asagidaki tabloda listelenen dort tedavi kombinasyonunu igerir. Kullanilan sekiz

deney birimi vardir ve bunlar hazirlanmis aliiminyum numunelerdir; ikisi, dort tedavi

kombinasyonunun her birine rastgele atanir. Veriler Tablo 1.2'de sunulmustur.

Tablo 1.2: Ornek 1.3 i¢in Veriler

Average Corrosion in

Coating Humidity Thousands of Cycles to Failure
20[: 9-5
Uncoated ] A i
80% 350
Qo _‘.
Chemical Corrosion TD{ ! 1750
80% 1550

Korozyon verileri iki numunenin ortalamasidir. Ortalamalarin grafigi Sekil 1.3'te

gosterilmektedir. Nispeten biiyiik bir ariza dongiisii degeri, az miktarda korozyonu temsil eder.

Beklenebilecegi gibi, nemdeki bir artisin korozyonu daha da kétiilestirdigi gortilmektedir.

Kimyasal korozyon kaplama prosediiriiniin kullanilmasinin korozyonu azalttig1 goriilmektedir.

2000

1000

Average Corrosion

____ Chemical Corrosion Coating

— Uncoated

EI{}%

BI{}%

Humidity

Sekil 1.3: Ornek 1.3 i¢in korozyon sonuglari.



Bu deneysel tasarim ¢iziminde, miithendis dort islem kombinasyonunu sistematik olarak
secmistir. Bu durumu okuyucunun bu noktaya kadar maruz kaldig1 kavramlarla iliskilendirmek
icin, dort islem kombinasyonunu temsil eden kosullarin dort ayr1 popiilasyon oldugu ve her
popiilasyon i¢in gozlemlenen iki korozyon degerinin 6nemli bilgiler oldugu varsayilmalidir. .
Popiilasyondaki belirli 6zellikleri yakalama ve 6zetlemede ortalamanin énemi Bolim 1.3'te
vurgulanacaktir. Sekilden nemin rolii ve numuneleri kaplamanin etkisi hakkinda sonuglar
cikarabilsek de, ortalama etrafindaki degiskenligi hesaba katmadan sonuglar1 analitik bir bakis
acisindan gercekten degerlendiremeyiz. Yine, daha oOnce belirttigimiz gibi, her islem
kombinasyonu i¢in iki korozyon degeri birbirine yakinsa, Sekil 1.3'teki resim dogru bir tasvir
olabilir. Ancak sekildeki her aginma degeri, genis dl¢lide dagilmis iki degerin ortalamasiysa, o
zaman bu degiskenlik, gercekten de, yalnizca ortalamalar gozlemlendiginde ortaya ¢ikan

herhangi bir bilgiyi gercekten "yikabilir". Yukaridaki 6rnek bu kavramlar1 gostermektedir:

(1) tedavi kombinasyonlarinin (kaplama, nem) deneysel birimlere (numuneler) rastgele

atanmasi

(2) numune bilgilerinin 6zetlenmesinde numune ortalamalarinin (ortalama korozyon degerleri)

kullanilmasi

(3) herhangi bir numunenin veya numune setlerinin analizinde degiskenlik 6lgiilerinin dikkate

alinmasi thtiyaci

Bu 6rnek, Boliim 1.3 ve 1.4'te takip edenlere, yani bir veri kiimesindeki konum merkezi
Ol¢limlerini gdsteren tanimlayic istatistiklere ve degiskenligi Olg¢enlere ihtiya¢ oldugunu

gostermektedir.
1.3 KONUM OLCULERIi: ORNEKLEM ORTALAMA VE MEDYAN

Konum o6lclimleri, analiste veri merkezinin veya baska bir konumun nerede
bulunduguna dair bazi nicel degerler saglamak icin tasarlanmustir. Ornek 1.2'de, nitrojen
numunesinin merkezi, nitrojen igcermeyen numunenin merkezini agik¢a asiyor gibi
goriinmektedir. Bariz ve ¢ok yararli bir 6l¢ii, 6rnek ortalamadir. Ortalama, basitge sayisal bir

ortalamadir.



Bir orneklemdeki gozlemlerin, x4, X5, ..., x,, oldugunu varsayalim. x ile

gosterilen 6rneklem ortalamasi,

n
_ Xi X1t+Xxp+--+x,
X = — =
n n
i=1

Gelecekteki boliimlerde ayrintili olarak tartisilan baska merkezi egilim dlgiileri de
vardir. Onemli bir l¢ii, 6rnek medyandir. Orneklem medyaninin amaci, 6rnegin merkezi

egilimini, asir1 degerlerden veya aykir1 degerlerden etkilenmeyecek sekilde yansitmaktir.

Artan biiyiikliik sirasina gore diizenlenmis, bir 6rneklemdeki gozlemler
X1, X3, ..., X icin 0rnek medyan
orneklemdeki gozlemlerin, oldugunu varsayalim. X ile gosterilen 6rneklem ortalamasi,

X(n+1)/2
X =

1
2 (Xn/2 + X(n/2)+1)

Ornek olarak, veri setinin su oldugunu varsayalim: 1.7, 2.2, 3.9, 3.11 ve 14.7. Ornek

ortalama ve medyan, sirasiyla,
X =>512vex =311

Agikcasi, ortalama, asir1 gézlem olan 14.7'nin varligindan 6nemli dlgiide etkilenirken,
medyan veri setinin gergek "merkezine" vurgu yapar. Ornek 1.2'deki iki 6rneklemli veri seti

durumunda, bireysel numuneler i¢in iki merkezi egilim 6l¢iisii su sekildedir:

Z (no nitrogen) = 0.399 gram,
0.38 +0.42

Z (no nitrogen) = + = 0.400 gram,
Z (nitrogen) = 0.565 gram,
0.49 4+ 0.52

I (nitrogen) = % = 0.505 gram.

Acikca ortalama ve medyan arasinda kavram olarak bir fark vardir. Numune
ortalamasiin, numunedeki verilerin agirlhik merkezi olmasi, miihendislik geg¢misi olan
okuyucunun ilgisini ¢ekebilir. Bir anlamda, bireysel verilerin konumlar1 olan bir "agirliklar"
sistemini dengelemek i¢in bir dayanak noktasinin yerlestirilebilecegi noktadir. Bu, nitrojenli

numune ile ilgili olarak Sekil 1.4'te gosterilmistir.



x = 0.565

P U VI R —
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Sekil 1.4: Azotlu sap agirliginin agirlik merkezi olarak numune ortalamasi.

Gelecek boliimlerde, x'in hesaplanmasinin temeli, popiilasyon ortalamasinin bir
tahminidir. Daha 6nce belirttigimiz gibi, istatistiksel ¢ikarimin amaci, popiilasyon 6zellikleri
veya parametreleri hakkinda sonuglar ¢ikarmaktir ve tahmin, istatistiksel ¢ikarimin ¢ok 6nemli
bir 6zelligidir.

Medyan ve ortalama birbirinden oldukga farkli olabilir. Bununla birlikte, gévde agirligi
verileri durumunda, nitrojen igermeyen numune ortalama degerinin medyan degere oldukga

benzer olduguna dikkat edin.
A. Konumlarin Diger Olgiileri

Numunedeki verilerin konum merkezini 6lgmenin birka¢ baska yontemi vardir. Bu
noktada onlarla ilgilenmeyecegiz. Cogunlukla, 6rnek ortalamanin alternatifleri, ortalama ve
medyan arasindaki uzlasmalar1 temsil eden degerler iiretmek icin tasarlanmistir. Bu diger
onlemleri nadiren kullaniriz. Bununla birlikte, bir tahmin edici smifini, yani kirpilmig
ortalamalar sinifin1 tartismak ogretici olacaktir. Kirpilmis bir ortalama, hem en biiylik hem de
en kiigiik deger kiimesinin belirli bir yiizdesinin "kirpilmastyla" hesaplanir. Ornegin, %10
kirpilmis ortalama, en biiylik %10'luk ve en kiicik %10'luk kisim c¢ikarilarak ve kalan
degerlerin ortalamas1 hesaplanarak bulunur. Ornegin, govde agirhig1 verileri séz konusu
oldugunda, her 6rnek i¢in 6rnek boyutu 10 oldugundan, en biiyiik ve en kiictigii eleriz. Yani

nitrojensiz grup i¢in %10 kirpilmis ortalama su sekilde verilir:

0324+ 0374047 +0.43 +0.36 4 0.42 + 0.38 + 0.43
8

Ttr(o) = = 0.39750,

ve sahip oldugumuz nitrojenli grup i¢in %10 kirpilmis ortalama igin

= 0.56625.

04340474049 +0.52+0.754+0.79 4+ 0.62 4+ 0.46

tr(1o) 8

Bu durumda, beklendigi gibi, kirpilmig ortalamalarin bireysel numuneler i¢in hem ortalamaya
hem de ortancaya yakin olduguna dikkat edin. Kirpilmis ortalama, elbette, aykir1 degerlere

ornek ortalamasindan daha duyarsizdir, ancak medyan kadar duyarsiz degildir. Ote yandan,



kirpilmis ortalama yaklasimi, drnek ortancadan daha fazla bilgi kullanir. Ornek ortancanin
aslinda, ortadaki bir veya iki gbzlem disinda tiim Ornek verilerin ¢ikarildigt kirpilmis

ortalamanin 6zel bir durumu olduguna dikkat edin.
1.4 DEGISKENLIK OLCULERI

Ornek degiskenligi, veri analizinde onemli bir rol oynar. Siire¢ ve iiriin degiskenligi,
mithendislik ve bilimsel sistemlerde hayatin bir gercegidir: Siire¢ degiskenliginin kontrolii veya
azaltilmasi genellikle biiyiik bir zorluk kaynagidir. Giderek daha fazla siire¢ miihendisi ve
yOneticisi, iirlin kalitesinin ve bunun sonucunda iiretilen iirlinlerden elde edilen karin siire¢
degiskenliginin bir fonksiyonu oldugunu O6greniyor. Sonug¢ olarak, 9'dan 15'e kadar olan
Boliimlerin ¢cogu, 6rneklem degiskenliginin 6nemli bir rol oynadigi veri analizi ve modelleme
prosediirleriyle ilgilidir. Kii¢iik veri analizi problemlerinde bile, belirli bir istatistiksel yontemin
basarisi, drneklemdeki gozlemler arasindaki degiskenligin biiyiikliigiine bagl olabilir. Bir
orneklemdeki konum &lgiimleri, bir veri setinin dogasinin uygun bir 6zetini saglamaz. Ornegin,
Omek 1.2'de, numune degiskenligini hesaba katmadan nitrojen kullaniminin biiyiimeyi

arttirdig1 sonucuna varamayiz.

Bu tiir veri setinin analizinin ayrintilart B6lim 9'a ertelenmis olsa da, Sekil 1.1'den
nitrojen icermeyen gozlemler arasindaki degiskenligin ve nitrojen gozlemleri arasindaki
degiskenligin kesinlikle bazi sonuclar1 oldugu acik olmalidir. Aslinda, nitrojen numunesindeki
degiskenligin nitrojen icermeyen numuneninkinden daha biiylik oldugu goriilmektedir. Belki
de nitrojenin dahil edilmesiyle ilgili olarak, sadece govde yiiksekligini artirmakla kalmayan
(azot icermeyen numune i¢in X 0,399 grama kiyasla x¥ 0,565 gram) ama ayn1 zamanda govde

yiiksekligindeki degiskenligi de artiran bir seyler vardir (6rn. gévde yiiksekligi daha tutarsiz).

Bagka bir 6rnek olarak, asagidaki iki veri setini karsilastirin. Her biri iki 6rnek igerir ve
ortalamalardaki fark iki 6rnek i¢in kabaca aynidir, ancak B veri seti orneklerin alindigr iki
popiilasyon arasinda ¢ok daha keskin bir kontrast sagliyor gibi goriinmektedir. Boyle bir
deneyin amac1 iki popiilasyon arasindaki farklari tespit etmekse, B veri seti durumunda gorev
basarilmistir. Ancak, veri seti A'da iki 6rnek i¢indeki biiyiik degiskenlik zorluk yaratir. Aslinda,

iki popiilasyon arasinda bir ayrim olup olmadigi net degildir.
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A. Konumlarin Diger Olciileri

Pek ¢ok merkezi egilim veya konum Ool¢iisii oldugu gibi, birgok yayilma veya
degiskenlik Olciisti de vardir. Belki de en basiti, Xmax —Xmin 0rnek aralifidir. Aralik ¢cok yararh
olabilir ve istatistiksel kalite kontroliiyle ilgili Boliim 17'de uzun uzadiya tartigilmigtir. En sik
kullanilan 6rnek yayilim Ol¢iisii, 6rnek standart sapmasidir. Yine x4, x5, ..., X, Ornek degerleri

gosterir.

s? ile gosterilen 6rneklem varyansi su sekilde verilir:

O (x; — %)?

n-—1

st =
i=1

s ile gosterilen 6rneklem standart sapmasi, s?'nin pozitif karekokiidiir, yani,

s =52

Omek standart sapmanin aslinda bir degiskenlik dl¢iisii oldugu okuyucu igin agik
olmalidir. Bir veri setindeki biiyiik degiskenlik, nispeten biiyilk (x — X)? degerleri ve
dolayistyla biiyiik bir 6rneklem varyansi iiretir. n — 1 miktar1 genellikle varyans tahminiyle
iligkili serbestlik dereceleri olarak adlandirilir. Bu basit Ornekte, serbestlik dereceleri,
hesaplama degiskenligi icin mevcut olan bagimsiz bilgi pargalarinin sayisin1 gostermektedir.
Ornegin, veri setinin (5, 17, 6, 4) drneklem varyansini ve standart sapmasmi hesaplamak

istedigimizi varsayalim. Ornek ortalama X = 8'dir. Varyansin hesaplanmasi sunlar icerir:
(5—8)> +(17—8)> + (6 —8)" + (4 —8)" = (—3)> 4+ 9* + (—2)* 4+ (—4)~.

Parantez i¢indeki miktarlarin toplamu sifirdir. Genel olarak, Y7t ;(x; — X) = 0°dir. O zaman bir
orneklem varyansinin hesaplanmasi, ortalama X'ten n bagimsiz kareli sapma igermez. Aslinda,
x — X'in son degeri ilk n — 1 tanesi tarafindan belirlendigi i¢in, bunlarin s?'yi iireten n — 1
“bilgi parcast” oldugunu soyliiyoruz. Bu nedenle, bir 6rneklem varyansini hesaplamak i¢in n

serbestlik derecesi yerine n — 1serbestlik derecesi vardir.

Bir miihendis bir pH metrede "egimi" test etmekle ilgileniyor. Notr bir maddenin
pH'1 (pH = 7.0) dlgiilerek 6l¢iim cihazinda veriler toplanir. 10 adet 6rneklem alinir ve sonuglar

su sekilde verilir:

7.07 7.00 7.10 6.97 7.00 7.03 7.01 7.01 6.98 7.08.



Orneklem ortalamasi & su sekilde verilir:

—

7074+ 7004+710+---4+7.08
10

Orneklem varyans: s su sekilde verilir:

2

5 =

]

[(7.07 — 7.025)% + (7.00 — 7.025)% + (7.10 — 7.025)?

[f=N =

+--- 4 (7.08 — 7.025)%] = 0.001939.

Sonug olarak, 6rneklem standart sapmasi su sekilde verilir:

—_—

s = +/0.001939 = 0.044.

Dolayisiyla, n - 1 = 9 serbestlik derecesi ile 6rneklem standart sapmasi 0,0440't1r.

Istatistikgiler, bir veri kiimesi olusturan herhangi bir islemi tanimlamak igin deney

kelimesini kullanirlar. Istatistiksel bir deneyin basit bir rnegi, yazi tura atmaktir. Bu deneyde,

yalnizca iki olas1 sonug vardir, tura veya yazi. Baska bir deney, bir fiizenin firlatilmasi ve belirli
zamanlarda hizinin gozlemlenmesi olabilir. Segmenlerin yeni bir satis vergisiyle ilgili goriisleri

de bir deney gozlemi olarak degerlendirilebilir. Deneyi birkac kez tekrarlayarak elde edilen

gozlemlerle 6zellikle ilgilenilmektedir. Cogu durumda, sonuglar sansa baglidir ve bu nedenle

kesin olarak tahmin edilemez. Bir kimyager ayni kosullar altinda birkag kez bir analiz yaparsa,
deneysel prosediirde bir sans unsuru oldugunu gdsteren farkli 6l¢iimler elde edecektir. Bir yazi
tura tekrar tekrar atildiginda bile, belirli bir atisin tura geleceginden emin olamayiz. Ancak, her

atis i¢in tiim olasiliklar bilinmektedir.
B. Standart Sapma ve Varyans Birimleri

Tanim 1.3'ten, varyansin ortalama X'ten ortalama karesel sapmanin bir 6l¢iisii oldugu
acik olmalidir. Tanim, n yerine n — 1 serbestlik derecesine gore bir bolmeyi kullansa da,
ortalama karesel sapma terimini kullaniyoruz. Tabii ki, n biiyiikse, paydadaki fark dnemsizdir.
Sonu¢ olarak, Orneklem varyansi, gozlenen verilerdeki birimlerin karesi olan birimlere
sahipken, 6rneklem standart sapmas1 dogrusal birimlerde bulunur. Ornek olarak, Ornek 1.2'deki
verileri ele alalim. Govde agirliklar1 gram cinsinden 6l¢iiliir. Sonug olarak, numune standart
sapmalar1 gram cinsindendir ve varyanslar gram?2 cinsinden 6l¢iiliir. Aslinda, bireysel standart

sapmalar, nitrojensiz durum i¢in 0,0728 gram ve nitrojen grubu i¢in 0,1867 gramdir. Standart



sapmanin nitrojen 6rneginde énemli Ol¢lide daha biiylik degiskenligi gosterdigine dikkat edin.

Bu durum Sekil 1.1'de gosterilmistir.
C. Hangi Degiskenlik Olciisii Daha Onemlidir?

Daha 6nce belirttigimiz gibi, numune arali§inin istatistiksel kalite kontrol alaninda
uygulamalar1 vardir. Okuyucu, hem numune varyansinin hem de numune standart sapmasinin
kullannminin gereksiz oldugunu diisiinebilir. Her iki 6l¢iim de degiskenligi 6lgmede aymi
kavrami yansitir, ancak numune standart sapmasi degiskenligi lineer birimlerle 6lgerken,
numune varyansi kare birimleriyle 6l¢iiliir. Her ikisi de istatistiksel yontemlerin kullaniminda
biiyiik rol oynar. Istatistiksel ¢ikarim baglaminda gerceklestirilenlerin ¢ogu, popiilasyonlarmn
ozellikleri hakkinda sonuclar ¢ikarmayi igerir. Bu 6zellikler arasinda popiilasyon parametreleri
ad1 verilen sabitler vardir. Iki énemli parametre popiilasyon ortalamasi ve popiilasyon
varyansidir. Ornek varyansi, popiilasyon varyansi hakkinda ¢ikarimlar yapmak igin kullanilan
istatistiksel yontemlerde acik bir rol oynar. Kitle ortalamasi hakkinda yapilan ¢ikarimlarda,
orneklem ortalamasiyla birlikte 6rneklem standart sapmasi da 6nemli bir yere sahiptir. Genel
olarak ¢ikarimsal teoride varyans daha ¢ok dikkate alinirken uygulamalarda standart sapma

daha ¢ok kullanilir.
1.5 KESIRLI (AYRIK) VE SUREKLI VERI

Gozlemsel calismalarin veya tasarlanmis deneylerin analizi yoluyla istatistiksel ¢ikarim,
birgok bilimsel alanda kullanilmaktadir. Toplanan veriler, uygulama alanina bagli olarak kesikli
veya siirekli olabilir. Ornegin, bir kimya miihendisi, verimi en iist diizeye ¢ikaran kosullara yol
acacak bir deney yapmakla ilgilenebilir. Elbette burada verim, bir siireklilik {izerinde dlgiilen
yiizde veya gram/pound cinsinden olabilir. Ote yandan, bir kombinasyon ila¢ deneyi yiiriiten
bir toksikolog, dogasi geregi ikili olan verilerle karsilasabilir (yani, hasta yanit verir veya

vermez).

Istatistiksel ¢ikarimlar yapmamizi saglayan olasilik teorisinde kesikli ve siirekli veriler
arasinda biiylik ayrimlar yapilir. Genellikle istatistiksel ¢ikarim uygulamalari, veriler sayim
verileri oldugunda bulunur. Ornegin, bir miihendis, érnegin 1 milisaniyede bir sayactan gegen
radyoaktif parcaciklarin sayisini incelemekle ilgilenebilir. Bir liman tesisinin verimliliginden
sorumlu personel, belirli bir liman kentine her giin gelen petrol tankerlerinin sayisi ile
ilgilenebilir. Boliim 5'te, sayim verilerinin oldugu durumlar i¢in verileri islemenin farkl

yollarina yol agan birkag farkli senaryo tartisiimaktadir.



Dersin bu ilk asamasinda bile ikili verilerle ilgili bazi ayrintilara 6zel dikkat
gosterilmelidir. ikili verilerin istatistiksel analizini gerektiren uygulamalar ¢oktur. Genellikle
analizde kullanilan 6l¢li 6rnek oranidir. Agikgasi, ikili durum iki kategori igerir. Verilerde yer
alan n birim varsa ve x, kategori 1'e giren say1 olarak tanimlaniyorsa, 0 zaman n - X, kategori
2'ye girer. Boylece, x/n, kategori 1'deki 6rneklem oranidir ve 1 - x/n kategori 2'deki numune
oranidir. Biyomedikal uygulamada, 50 hasta numune birimlerini temsil edebilir ve eger 50
hastadan 20'si (50'sinde ortak olan) mide rahatsizliginda ila¢ verildikten sonra bir iyilesme
yasadiysa, o zaman 20 50 = 0,4, ilacin basarili oldugu 6rnek oranidir ve 1 - 0,4 = 0,6, ilacin
basarili olmadig1 6rnek oranidir. Aslinda, ikili veriler i¢in temel sayisal 6l¢tim genellikle 0 veya
1 ile gosterilir. Ornegin, tibbi 6rnegimizde, basarili bir sonug 1 ve basarisiz bir sonug 0 ile
gosterilir. Sonug olarak, 6drneklem orani aslinda birler ve sifirlarin bir 6rneklem ortalamasidir.

Basarili kategori icin,

Ty +xa+-+x50  14+1404---40+41 _20_04
50 o 50 50

A. ikili Veri Durumlarinda Ne Tiir Problemler Coziiliir?

Ikili verilerle ugrasan bilim adamlarmin ve miihendislerin karsilastig1 problem tiirleri,
stirekli 6l¢timlerin ilgi ¢ekici oldugu durumlarda goriilenlerden pek farkli degildir. Bununla
birlikte, Orneklem oranlarimin istatistiksel 0Ozellikleri, siirekli popiilasyonlardan alinan
ortalamalardan kaynaklanan 6rneklem ortalamalarindan oldukg¢a farkli oldugu i¢in farkh
teknikler kullanilmaktadir. Sayfa 33'teki Alistirma 1.6'daki 6rnek verileri ele alalim. Bu ¢izimin
altinda yatan istatistiksel problem, bir miidahalenin, drnegin sertlestirme sicakligindaki bir
artisin, silikon kauguk islemiyle iligkili popiilasyon ortalama gerilme mukavemetini degistirip
degistirmeyecegine odaklanir. Ote yandan, bir kalite kontrol alaninda, bir otomobil lastigi
ireticisinin, siirecten rastgele secilen 5000 lastigin sevkiyatinda 100 tanesinde kusur oldugunu
bildirdigini varsayalim. Burada 6rneklem oran1 100 5000 = 0.02'dir. Lekeleri azaltmak i¢in
tasarlanan siirecte degisiklik yapildiktan sonra 5000 adetlik ikinci bir numune alinarak 90 adet
lastik asindirilir. Ornek oran1 90 5000 = 0,018'e diisiiriilmiistiir. Su soru ortaya ¢ikiyor:
"Numune oranindaki 0,02'den 0,018'e diisiis, popiilasyon oraninda gercek bir iyilesme dnermek
icin yeterince Onemli mi?" Bu c¢izimlerin her ikisi de ornek ortalamalarinin istatistiksel
ozelliklerinin kullanilmasi gerektirir - biri siirekli bir popiilasyondan alinan 6rneklerden,
digeri ayr1 (ikili) bir popiilasyondan alinan Orneklerden. Her iki durumda da, numune
ortalamasi, bir popiilasyon parametresinin bir tahminidir, ilk resimde bir popiilasyon ortalamasi

(yani, ortalama gerilme mukavemeti) ve ikinci durumda bir popiilasyon oranidir (yani,



popiilasyondaki kusurlu lastiklerin orani). Yani burada popiilasyon parametreleriyle ilgili
bilimsel sonuglar ¢ikarmak i¢in kullanilan 6rnek tahminlerimiz var. Boliim 1.3'te belirttigimiz

gibi, istatistiksel ¢ikarim kullanan birgok pratik problemde genel tema budur.
1.6 ISTATISTIKSEL MODELLEME, BILIMSEL INCELEME VE GRAFIiK TESHIS

Genellikle istatistiksel bir analizin nihai sonucu, varsayilan bir modelin parametrelerinin
tahminidir. Genellikle modelleme ile ugrastiklari i¢in bilim adamlar1 ve miihendisler i¢in bu
dogaldir. Istatistiksel bir model deterministik degildir, bunun yerine bazi olasiliksal ydnler
icermelidir. Bir model formu genellikle analist tarafindan yapilan varsayimlarin temelidir.
Ornegin, Ornek 1.2'de bilim insani, numune bilgileri yoluyla nitrojen ve nitrojen olmayan
poplilasyonlar arasinda bir diizeyde ayrim yapmak isteyebilir. Analiz, veriler i¢in belirli bir

model gerektirebilir, 6rnegin, iki 6rnegin normal veya Gauss dagilimlarindan gelmesi.

Acikcast, istatistiksel yontemlerin kullanicisi, popiilasyonu tamamen karakterize etmek
icin yeterli bilgi veya deneysel veri liretemez. Ancak veri kiimeleri genellikle popiilasyonun
belirli 6zelliklerini 6grenmek i¢in kullanilir. Bilim adamlar1 ve miihendisler veri kiimeleriyle
ugrasmaya aligkindir. Veri koleksiyonlarinin dogasini karakterize etmenin veya 6zetlemenin
onemi acik olmalidir. Cogu zaman, bir grafik gosterim yoluyla bir veri koleksiyonunun 6zeti,
verilerin alindig sistem hakkinda fikir verebilir. Ornegin, Boliim 1.1 ve 1.3'te nokta grafiklerini

gosterdik.

Bu boliimde, 6rneklemenin rolii ve istatistiksel ¢ikarimin gelistirilmesi i¢in verilerin
goriintiilenmesi ayrintili olarak incelenmektedir. Biz sadece, istatistiksel popiilasyonlarin

incelenmesini tamamlayan bazi basit ama genellikle etkili gésterimleri tanitiyoruz.
A. Dagilim Grafigi

Zaman zaman One siiriilen model biraz karmasik bir bicim alabilir. Ornegin, ¢esitli
yiizdelerde pamuk iceren kumas numunesinin {retildigi bir deney tasarlayan bir tekstil

imalat¢isini ele alalim. Tablo 1.3'teki verileri goz 6niinde bulundurun.

Tablo 1.3: Cekme Dayanimi

Cotton Percentage Tensile Strength

15 7,7,9 8,10
20 19, 20, 21, 20, 22
25 21, 21, 17, 19, 20

30 8, 7,89, 10




Dort pamuk yiizdesinin her biri i¢in bes kumas numunesi Uretilir. Bu durumda, hem
deney modeli hem de kullanilan analiz tiirii, deneyin amacini ve tekstil bilimcisinden 6nemli
girdileri dikkate almalidir. Baz1 basit grafikler, 6rnekler arasindaki net ayrima 6nemli 151k
tutabilir. Sekil 1.5'te 6rnek araclar ve degiskenlik, dagilim grafiginde giizel bir sekilde tasvir
edilmistir. Bu deneyin olas1 bir amaci, basitgce hangi pamuk yilizdelerinin digerlerinden
gercekten farkli oldugunu belirlemektir. Baska bir deyisle, nitrojen/nitrojen igermeyen verilerde
oldugu gibi, hangi pamuk ylizdeleri i¢in popiilasyonlar arasinda veya daha spesifik olarak
popiilasyon ortalamalar1 arasinda net ayrimlar vardir? Bu durumda, belki de makul bir model,
her numunenin normal bir dagilimdan gelmesidir. Buradaki amag, daha fazla numunenin dahil
edilmesi disinda nitrojen/nitrojen igermeyen verilere ¢ok benzer. Analizin bigimselligi, Bolim
10'da tartisilan hipotez testi kavramlarini igerir. Bu arada, bu formalite, tanilama planinin
1s18inda belki de gerekli degildir. Ancak bu, deneyin gercek amacini ve dolayisiyla veri
analizine uygun yaklasimi tanimliyor mu? Bilim adaminin, deneyde pamuk konsantrasyonu
araliginda maksimum popiilasyon ortalama gerilme mukavemetinin varligini tahmin etmesi
muhtemeldir. Burada verilerin analizi, popiilasyon ortalama gerilme mukavemetini pamuk
konsantrasyonuyla iliskilendiren bir yap1 tipini 6ne siiren farkli bir model tipi etrafinda

donmelidir. Bagka bir deyisle, su sekilde bir model yazilabilir

U¢ ¢, C tirtiniindeki pamuk miktarina gore degisen popiilasyon ortalama gerilme mukavemetidir.
Bu modelin anlami, sabit bir pamuk seviyesi i¢in, bir popiilasyon ¢cekme mukavemeti dl¢iimleri
oldugu ve popiilasyon ortalamasmin p, . oldugudur. Islevsel bigim bilim adami tarafindan
secilir. Bazen veri analizi modelin degistirilmesini 6nerebilir. Ardindan veri analisti, bazi
analizler yapildiktan sonra degistirilebilecek bir modeli "eglendirir". Ampirik bir modelin
kullanimina, Bo , B1 ve B2'nin verilerle tahmin edildigi tahmin teorisi eslik eder. Ayrica, model

yeterliligini belirlemek i¢in istatistiksel ¢ikarim kullanilabilir.
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Sekil 1.5: Kopma mukavemeti ve pamuk yiizdelerinin dagilim grafigi.



Buradaki iki veri 6rneginden iki nokta belirginlesiyor: (1) Verileri tanimlamak igin
kullanilan modelin tiirii genellikle deneyin amacina baglhdir; ve (2) modelin yapisi istatistiksel
olmayan bilimsel girdilerden yararlanmalidir. Bir model se¢imi, ortaya cikan istatistiksel
¢ikarimin dayandigi temel bir varsayimi temsil eder. Grafiklerin ne kadar 6nemli olabilecegi
kitap boyunca ortaya ¢ikacak. Grafikler genellikle, resmi istatistiksel ¢ikarimin sonuglarinin
bilim insanina veya miihendise daha iyi iletilmesini saglayan bilgileri gosterebilir. Bazen,
cizimler veya kesifsel veri analizi, analiste resmi analizden elde edilemeyen bir sey dgretebilir.
Neredeyse tiim resmi analizler, veri modelinden gelisen varsayimlar gerektirir. Grafikler, aksi
takdirde fark edilmeyecek olan varsayimlarin ihlalini giizel bir sekilde vurgulayabilir. Kitap
boyunca, resmi veri analizini desteklemek i¢in grafikler yaygin olarak kullanilmistir. Asagidaki
boliimler, kesfedici veya tanimlayict veri analizinde yararli olan bazi grafik araglar

gostermektedir.
B. Govde-Yaprak Grafigi

Biiyiik kiitleler halinde iiretilen istatistiksel veriler, govde-yaprak ¢izimi adi verilen
birlesik tablo ve grafik gdsterimde sunulursa, dagilimin davranisini incelemek igin ¢ok yararl

olabilir.

Bir gbvde-yaprak grafiginin yapisini géstermek icin, bir yilin en yakin onda biri olarak
kaydedilen 40 benzer araba akiislinlin "omriinii" belirten Tablo 1.4'teki verileri géz oniinde
bulundurun. Piller 3 yil garantilidir. {lk olarak, her gézlemi bir kdk ve bir yapraktan olusan iki
kisma ay1rin, boylece govde ondaliktan 6nceki basamagi temsil eder ve yaprak saymin ondalik
kismina karsilik gelir. Bagka bir deyisle, 3.7 sayisi1 i¢in 3 rakami gévdeyi, 7 rakami ise yapragi
belirtir. Verilerimiz i¢in dort gévde 1, 2, 3 ve 4, Tablo 1.5'te sol tarafta dikey olarak
listelenmistir; yapraklar, uygun gévde degerinin karsisindaki sag tarafa kaydedilir. Boylece, 1.6
sayisinin yapragt 6, govdenin 1 karsisinda kaydedilir; 2.5 sayisinin yaprak 5'i gévde 2'nin
karsisina kaydedilir. Her govdenin karsisinda kaydedilen yaprak sayisi, frekans siitununda

Ozetlenmistir.

Tablo 1.4: Arag Pil Omrii

22 41 35 45 32 37 30 26
34 16 31 33 38 31 47 3.7
25 43 34 36 29 33 39 31
33 31 3.7 44 32 41 19 34
47 38 3.2 26 39 3.0 42 35




Tablo 1.5: Pil Omriiniin Gévde ve Yaprak Grafigi

Stem Leaf Frequency
1 69 2
2 25669 5
3 0011112223334445567778899 25
4 11234577 8

Tablo 1.5'teki govde-yaprak grafigi yalnizca dort govde igerir ve sonug olarak dagilimin
yeterli bir resmini saglamaz. Bu sorunu ¢dzmek icin arsamizdaki sap sayisini artirmamiz
gerekiyor. Bunu bagarmanin basit bir yolu, her gévde degerini iki kez yazmak ve ardindan ilk
kez goriindiigii uygun kok degerinin karsisindaki 0, 1, 2, 3 ve 4 yapraklarim1 ve 5, 6, 7
yapraklarini kaydetmektir. 8 ve 9, ikinci kez goriindiigii ayn1 gévde degerinin karsisinda. Bu
degistirilmis ¢ift gévde ve yaprak grafigi, Tablo 1.6'da gosterilmektedir; burada, O ila 4
numarali yapraklara karsilik gelen gévdeler, sembolle ve 5 ila 9 numarali yapraklara karsilik

gelen govdeler, - simgesiyle kodlanmistir.

Tablo 1.6: Pil Omriiniin Cift Gévde ve Yaprak Grafigi

Stem Leaf Frequency
1- 69 2
D 2 1
2. 5669 4
RE 001111222333444 15
3 5567778899 10
dx 11234 5
4. 577 3

Herhangi bir problemde, uygun kok degerlere karar vermeliyiz. Ornegimizin biiyiikliigii
bize rehberlik etse de, bu karar biraz keyfi olarak veriliyor. Genellikle 5 ila 20 gévde arasindan
se¢im yapariz. Mevcut veri sayisi ne kadar azsa, kok sayisi i¢in tercihimiz o kadar az olur.
Ornegin, veriler 1'den 21'e kadar rastgele segilen 40 is giiniinde bir kafeterya hattindaki kisi
sayisini temsil eden sayilardan olusuyorsa ve ¢ift govde ve yaprak grafigi segersek, gévdeler 0
, 0-, 1 olacaktir. , 1 - ve 2 boylece en kiiciik gozlem 1'de gévde 0 ve yaprak 1, 18 sayisinda
govde 1 - ve yaprak 8 ve en biiyiik gézlem 21'de gévde 2 ve yaprak 1 bulunur. Ote yandan,
veriler, belirli bir bayiden 100 yeni otomobil i¢in miimkiin olan en iyi anlagsmalar1 temsil eden
18.800 ila 19.600 $ arasindaki rakamlardan olusuyorsa ve tek govdeli bir arsa secersek,
govdeler 188, 189, 190, olacaktir. . . , 196 ve yapraklarin her biri artik iki basamak icerecektir.
19.385 dolara satilan bir arabanin gévde degeri 193 ve iki basamakli yaprak 85 olacaktir. Ayni



govdeye ait ¢cok basamakli yapraklar genellikle govde-yaprak c¢iziminde virgiille ayrilir.
Ondalik basamagin sagindaki tiim basamaklar yaprag:i temsil ettiginde, verilerdeki ondalik
noktalar genellikle g6z ardi edilir. Tablo 1.5 ve 1.6'daki durum boyleydi. Bununla birlikte,
veriler 21.8 ile 74.9 arasinda degisen sayilardan olusuyorsa, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 rakamlarin1 kok

olarak segebiliriz, boylece 48.3 gibi bir saymin govde degeri 4 ve a 8.3 yapragi.

Govde ve yaprak grafigi, verileri 6zetlemenin etkili bir yolunu temsil eder. Baska bir
yol, farkli siniflar veya araliklar halinde gruplanan verilerin, her bir govdeye ait yapraklarin
sayilmasi ve her bir govdenin bir sinif araligini tanimladigina dikkat edilerek olusturulabilecegi
frekans dagiliminin kullanilmasidir. Tablo 1.5'te, 2 yaprakli gévde 1, 2 gbzlem iceren 1.0-1.9
araligini tanimlar; 5 yaprakli govde 2, 5 gozlem igceren 2.0-2.9 araligin1 tanimlar; 25 yaprakl
govde 3, 25 gozlemli 3.0-3.9 araligini tanimlar; ve 8 yaprakli govde 4, 8 gézlem iceren 4.0-4.9
araligini tamimlar. Tablo 1.6'daki ¢ift govde ve yaprak grafigi i¢in gdvdeler yedi sinif araligini
tanimlar: 1.5-1.9, 2.0-2.4, 2.5-2.9, 3.0-3.4, 3.5-3.9, 4.0-4.4 ve sirasiyla 2, 1, 4, 15, 10, 5 ve 3

frekanslari.
C. Histogram

Her smif frekansini toplam gozlem sayisina bolerek, her bir simiftaki gozlem setinin
oranini elde ederiz. Goreceli frekanslar listeleyen bir tabloya goreli frekans dagilimi denir. Her
bir simif araliginin orta noktasini gosteren Tablo 1.4'teki verilere iliskin goreli frekans dagilimi

Tablo 1.7'de verilmistir.

Tablo 1.7: Pil Omriiniin Bagil Frekans Dagilim1

Class Class Frequency, Relative
Interval Midpoint I Frequency
1.5-1.9 1.7 2 0.050
2.0-24 2.2 1 0.025
2.5-2.9 2.7 4 0.100
3.0-34 3.2 15 0.375
3.5-3.9 3.7 10 0.250
4.0-44 4.2 5 0.125
4.5-4.9 4.7 3 0.075

Tablo seklinde goreceli bir frekans dagilimi tarafindan saglanan bilgilerin, grafik olarak
sunuldugunda anlasilmasi daha kolaydir. Her araligin orta noktasini ve karsilik gelen bagil

frekansi kullanarak, bir goreli frekans histogrami olustururuz (Sekil 1.6).
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Sekil 1.6: Bagil frekans histogrami.

Birgok siirekli frekans dagilimi, Sekil 1.7'deki karakteristik ¢an seklindeki egri ile
grafiksel olarak temsil edilebilir. Sekil 1.6 ve 1.7'de gérdiigiimiiz gibi grafik araglar, niifusun
dogasinin tanimlanmasina yardimci olur. 5. ve 6. Boliimlerde, popiilasyonun dagilimi adi
verilen bir 6zelligini tartistyoruz. Bir dagilimin veya olasilik dagiliminin daha kesin bir tanimi
metnin ilerleyen kisimlarinda verilecek olsa da, bu noktada 6rnek boyutu biiytlidiik¢e sinirda

Sekil 1.7'de goriilecegi gibi goriilebilir.

0 1 2 3 4 5 6
Battery Life (years)

Sekil 1.7: Frekans dagilimini tahmin etme.

Bir dagilimin, iki kenar1 ¢akisacak sekilde dikey bir eksen boyunca katlanabilmesi
durumunda simetrik oldugu sdylenir. Dikey bir eksene gore simetrisi olmayan bir dagilimin
carpik oldugu soylenir. Uzun bir sag kuyruga ve cok daha kisa bir sol kuyruga sahip
oldugundan, Sekil 1.8(a)'da gosterilen dagilimin saga carpik oldugu sdylenmektedir. Sekil
1.8(b)'de dagilimin simetrik oldugunu, Sekil 1.8(c)'de ise sola ¢arpik oldugunu goriiyoruz.
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Sekil 1.8: Verilerin ¢arpikligi.

Bir govde-yaprak grafigini 90°'lik bir agryla saat yoniiniin tersine dondiiriirsek, ortaya
cikan yaprak siitunlarinin histograma benzer bir resim olusturdugunu gozlemleriz. Sonug
olarak, verilere bakmadaki birincil amacimiz dagilimmn genel seklini veya bigimini

belirlemekse, goreceli bir frekans histogrami olusturmak nadiren gerekli olacaktir.
D. iki Cubuk Cizisi veya Kutu Grafigi

Bir numunenin 6zelliklerini yansitmaya yardimci olan baska bir ekran, kutu ¢izimidir.
Bu ¢izim, verilerin ¢eyrekler arasi araligini, medyanin i¢inde goriintiilendigi bir kutuya alir.
Ceyrekler arasi1 araligin u¢ noktalari olarak 75. yiizdelik dilim (iist ceyrek) ve 25. yiizdelik dilim
(alt ¢eyrek) vardir. Oldukea biiylik numuneler i¢in, ekran konumun merkezini, degiskenligi ve

asimetri derecesini gosterir.

Ek olarak, kutu ¢izimi adi1 verilen bir varyasyon, izleyiciye hangi gozlemlerin aykiri
degerler olabilecegi konusunda bilgi saglayabilir. Aykir1 degerler, verilerin biiylik bir
kismindan alisilmadik sekilde uzak oldugu disiiniilen gozlemlerdir. Aykir1 degerleri tespit
etmek icin tasarlanmig birgok istatistiksel test vardir. Teknik olarak, bir aykir1 deger "nadir bir
olay1" temsil eden bir gézlem olarak goriilebilir (veri yiginindan bu kadar uzakta bir deger elde
etme olasilig1 diisliktiir). Aykir1 degerler kavrami, Boliim 12'de regresyon analizi baglaminda

yeniden ortaya ¢ikiyor.

Kutu grafigindeki veya kutu grafigindeki gorsel bilgilerin, aykir1 degerler i¢in resmi bir
test olmas1 amaclanmamistir. Aksine, bir teshis araci olarak goriiliiyor. Hangi gozlemlerin
aykir1 oldugunun belirlenmesi, kullanilan yazilimin tiiriine gore degisirken, yaygin bir prosediir,
ceyrekler arasi araligin katlarini kullanmaktir. Ornegin, kutudan uzaklik geyrekler aras1 araligin

1,5 katini asarsa (her iki yonde), gézlem bir aykir1 deger olarak etiketlenebilir.



Ornek 1.5: Nikotin icerigi rastgele 40 sigara Orneginde olciildii. Veriler Tablo 1.8'de

gosterilmektedir.

Tablo 1.8: Ornek 1.5 i¢in Nikotin Verileri
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1.74 147
2.17 255
0.72 1.69
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237 1.75
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Sekil 1.9, 0.72 ve 0.85

gozlemlerini alt kuyrukta hafif aykir1 degerler olarak, 2.55

gozlemi ise Ust kuyrukta hafif aykir1 degerler olarak gdsteren, verilerin kutu ve biyik grafigini

gostermektedir. Bu ornekte, ¢eyrekler arasi aralik 0,365'tir ve ¢eyrekler arasi araligin 1,5 kat

0,5475'tir. Ote yandan Sekil 1.10, bir dal-yaprak ¢izimi saglar.
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Sekil 1.9: Ornek 1.5 i¢in kutu grafigi.
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Sekil 1.10: Nikotin verileri i¢cin gévde ve yaprak grafigi.



Ornek 1.6: Boya kutusunun "kulaklar" kalmligimi 6lgen 30 drnekten olusan Tablo 1.9'daki
verileri goz 6niinde bulundurun (Kaynakg¢a'da Hogg ve Ledolter, 1992'nin ¢alismasina bakin).
Sekil 1.11, bu asimetrik veri seti i¢in bir kutu ve biyik grafigini gostermektedir. Sol blogun
sagdaki bloktan 6nemli 6l¢iide daha biiyiik olduguna dikkat edin. Medyan 35'tir. Alt ¢eyrek 31,
iist ceyrek ise 36'dir. Ayrica sagdaki asir1 gézlemin soldaki asir1 gozlemden daha uzak olduguna

dikkat edin. Bu veri setinde aykir1 degerler yok.

Tablo 1.9: Ornek 1.6 i¢in veriler

Sample Measurements Sample Measurements

1 20 36 39 34 34 16 35 30 35 29 37
2 20 29 28 32 31 17 40 31 38 35 31
3 34 34 39 38 37 18 35 36 30 33 32
4 35 37 33 38 41 19 35 34 35 30 36
5 3029 31 38 29 20 35 35 31 38 36
6 34 31 37 39 36 21 32 36 36 32 36
7 30 35 33 40 36 22 36 37 32 34 34
8 28 28 31 34 30 23 29 34 33 37 35
9 32 36 38 38 35 24 36 36 35 37 37
10 35 30 37 35 31 25 36 30 35 33 31
11 35 30 35 38 35 26 35 30 29 38 35
12 38 34 35 35 31 27 35 36 30 34 36
13 34 35 33 30 34 28 35 30 36 29 35
14 40 35 34 33 35 29 38 36 35 31 31
15 34 35 38 35 30 30 30 34 40 28 30
28 20 a2 24 38 3 40

Paint

Sekil 1.11: “Kulaklar” boyasinin kalinlig1 i¢in kutu grafigi.

Kutu grafiklerinin ve diger grafiksel gdsterimlerin analiste yardimci olabilecegi baska
yollar da vardir. Birden ¢ok 6rnek grafiksel olarak karsilastirilabilir. Veri grafikleri, degiskenler
arasindaki iliskileri 6nerebilir. Grafikler, 6rneklerde anormalliklerin veya aykiri gézlemlerin

saptanmasina yardimci olabilir.



E. Iki Cubuk Cizisi veya Kutu Grafigi

Dagilimin veya numunenin, dogasini daha da tanimlayan konum merkezi ve degiskenlik
olciilerinden baska ozellikleri vardir. Ornegin, medyan verileri (veya dagilimi) iki kisma
ayirirken, dagilimin kisimlarini veya pargalarini bdlen ve ¢ok yararli olabilecek baska dl¢iiler
de vardir. Ugiincii geyrek verinin iist geyregini digerlerinden, ikinci ¢eyrek ortancay1 ve birinci
ceyrek verinin alt ¢eyregini digerlerinden ayiracak sekilde kartillere gore dort parcaya
ayrilmistir. Dagilim, dagilimin hesaplama yiizdelikleri ile daha da ince bir sekilde boliinebilir.
Bu nicelikler, analiste dagilimin sézde kuyruklar1 hakkinda bir fikir verir (yani, nispeten asiri,
kii¢iik veya biiyiik degerler). Ornegin, 95. yiizdelik dilim, en yiiksek %5'i en alttaki %95'ten
ayirir. Dagilimin alt tarafindaki veya alt kuyrugundaki u¢ noktalar i¢in benzer tanimlar
gecerlidir. 1. ylizdelik dilim, en alttaki %1't dagilimin geri kalanindan ayirir. Yiizdelikler

kavrami, gelecek boliimlerde ele alinacak olan bir¢ok konuda 6nemli bir rol oynayacaktir.

1.7 GENEL ISTATISTIKSEL CALISMA TURLERi: TASARLANMIS DENEY,
GOZLEMSEL CALISMA VE RETROSPEKTIF CALISMA

Onceki béliimlerde, bir popiilasyondan érnekleme kavramini ve popiilasyon hakkinda
onemli bilgileri 6grenmek veya belki de dogrulamak icin istatistiksel yontemlerin kullanimini
vurguladik. Bu istatistiksel yontemlerin kullanimiyla aranan ve Ogrenilen bilgiler, bircok
onemli bilim ve miihendislik alaninda karar vermede ve problem ¢ozmede siklikla etkili
olabilir. Ornek olarak, Ornek 1.3, korozyona kars: tehlikeli bir hassasiyete sahip olabilecek
belirli bir aliiminyum alagiminin kullanilmasinin tavsiye edilmedigi kosullarin belirlenmesinde
sonuglarin yardimer olabilecegi basit bir deneyi aciklamaktadir. Sonuglar, yalnizca alagimi
iiretenler i¢in degil, ayn1 zamanda onu kullanmay1 diisiinen miisteriler i¢in de faydali olabilir.
Bu resim ve 13'ten 15'e kadar olan Boliimlerde yer alan daha pek ¢ogu, baz1 6zellikler veya
olg¢timler (korozyon seviyesi) hakkinda bilgi edinmek i¢in ilgilenilen deneysel kosullarin
(kaplama kosullar1 ve nem kombinasyonlari) tasarlanmasi veya kontrol edilmesi kavramini
vurgulamaktadir. bu sartlar. Korozyon o6l¢iisiinde merkezi egilim olciilerini ve degiskenlik
oOl¢iilerini kullanan istatistiksel yontemler kullanilir. Okuyucunun metnin ilerleyen kisimlarinda
gozlemleyecegi gibi, bu yontemler genellikle Boliim 1.6'da tartisilan gibi bir istatistiksel
modele yol agar. Bu durumda model, nemin ve kullanilan kaplama tipinin bir fonksiyonu olarak
korozyon 6l¢iisiinii tahmin etmek (veya tahmin etmek) i¢in kullanilabilir. Yine bu tiir bir model
gelistirirken, merkezi egilim ve degiskenligi vurgulayan betimsel istatistikler ¢ok faydali

olmaktadir.



Ornek 1.3'te verilen bilgiler, tasarlanmis bir deney araciligryla kullanilan ve bu metinde
sunulan istatistiksel yontemler kullanilarak sorulan ve yanitlanan miihendislik sorularinin

tiirlerini giizel bir sekilde gostermektedir. Bunlar

(1) Bu deneyde bagil nemin aliiminyum alagiminin bagil nem araligindaki korozyonu tizerindeki

etkisinin dogas1 nedir?

(i1) Kimyasal korozyon kaplamasi, korozyon seviyelerini azaltir mi1 ve etki bir sekilde

oOl¢iilebilir mi?

(i11) Kaplama tipi ile bagil nem arasinda alasimin korozyonu iizerindeki etkilerini etkileyen

etkilesim var m1? Eger dyleyse, bunun yorumu nedir?
A. Etkilesim Nedir?

Alagimin hem tireticileri hem de kullanicilari i¢in 6nemli olan konular1 ele aldiklarindan
(1) ve (ii) sorularinin dnemi okuyucu i¢in net olmalidir. Peki ya soru (iii)? Etkilesim kavrama,
14. ve 15. Boliimlerde uzun uzadiya tartisilacaktir. Sekil 1.3'teki grafigi ele alalim. Bu, basit
tasarlanmig bir deneyde iki faktor arasindaki etkilesimin saptanmasinin bir drnegidir. Numune
araglarini baglayan hatlarin paralel olmadigina dikkat edin. Paralellik, bagil nemin etkisinin
(¢izgilerin egiminin bir sonucu olarak goriilen) ayni oldugunu, yani hem kaplanmamis bir
durum hem de kimyasal korozyon kaplamasi i¢in olumsuz bir etki oldugunu gosterirdi. Negatif
egimin, nem arttikga korozyonun daha belirgin hale geldigi anlamina geldigini hatirlayin.
Paralelligin olmamasi, kaplama tipi ile bagil nem arasinda bir etkilesim oldugunu gdsterir.
Kaplanmamis durum i¢in daha dik bir egimin aksine, korozyon kaplamasi i¢in neredeyse "diiz"
cizgi, yalnmizca kimyasal korozyon kaplamasinin faydali olmadigini (¢izgiler arasindaki yer
degistirmeye dikkat edin), ayrica kaplamanin varliginin nemin etkisini olusturdugunu gdosterir.
ithmal edilebilir Agikcasi tiim bu sorular, iki ayr1 faktoriin etkisi ve varsa etkilesimin

yorumlanmasi i¢in ¢ok onemlidir.

Istatistiksel modeller, verilerin tasarlanmis bir deneyden geldigi (i), (ii) ve (iii)'de
listelenenler gibi sorular1 yanitlamada son derece yararlidir. Ancak, tasarlanmis bir deneyi
kullanmak i¢in her zaman liikks veya kaynaklara sahip olunmaz. Ornegin, bilim insan1 veya
miihendisin ilgilendigi kosullarin, yalnizca ©onemli faktorler kontrol edilemedigi igin
uygulanamadig1 bircok durum vardir. Ornek 1.3'te, bagil nem ve kaplama tiiriiniin (veya
kaplama eksikliginin) kontrol edilmesi olduk¢a kolaydir. Bu, elbette tasarlanmis bir deneyin

tanimlayici 6zelligidir. Pek ¢ok alanda, calisilmasi gereken faktorler ¢esitli nedenlerle kontrol



edilememektedir. Ornek 1.3'teki gibi sik1 kontrol, analistin bulunan herhangi bir farkliligin
(6rnegin korozyon seviyelerinde) kontrol altindaki faktorlerden kaynaklandigindan emin
olmasini saglar. ikinci bir 6rnek olarak, sayfa 33'teki Alistirma 1.6'y1 ele alalim. Bu durumda
24 silikon kauguk Orneginin secildigini ve kiirleme sicaklik seviyelerinin her birine 12
atandigini1 varsayalim. Sicakliklar dikkatli bir sekilde kontrol edilir ve dolayisiyla bu, kiirleme
sicakligr olan tek bir faktoriin oldugu tasarlanmis bir deney oOrnegidir. Ortalama gerilme

mukavemetinde bulunan farkliliklarin, farkli kiirleme sicakliklarina atfedildigi varsayilacaktir.
B. Faktorler Kontrol Edilmezse Ne Olur?

Kontrol edilen hig¢bir faktdr olmadigini ve sabit tedavilerin deneysel birimlere rastgele
atanmadigini ve yine de bir veri setinden bilgi toplamaya ihtiya¢ oldugunu varsayalim. Bir
ornek olarak, ilginin kandaki kolesterol seviyeleri ile kanda 6l¢iilen sodyum miktari arasindaki
iligkiye odaklandigi bir ¢aligmay1 diigiiniin. Bir grup birey, hem kan kolesterolii hem de sodyum
icin zaman i¢inde izlendi. Elbette boyle bir veri setinden bazi yararh bilgiler toplanabilir.
Bununla birlikte, kan sodyum seviyelerinin kesinlikle siki bir sekilde kontrol edilemeyecegi
actk olmalidir. Ideal olarak, denekler rastgele iki gruba ayrilmalidir; bir gruba belirli bir yiiksek
kan sodyum seviyesi ve digerine belirli bir diisiikk kan sodyum seviyesi atanmalidir. Agik¢asi
bu yapilamaz. Agikca kolesteroldeki degisiklikler, kontrol edilmeyen bir dizi baska faktérden
birindeki degisiklikler nedeniyle yasanabilir. Faktor kontroliiniin olmadigi bu tiir ¢caligmalara

gozlemsel ¢alisma denir. Cogu zaman, 6znelerin zaman iginde gézlemlendigi bir durumu igerir.

Biyolojik ve biyomedikal ¢aligmalar genellikle zorunlu olarak gézlemsel ¢aligmalardir.
Ancak, gézlemsel galismalar bu alanlarla smirli degildir. Ornegin, ortam sicakligmin bir kimya
fabrikasi tarafindan tiiketilen elektrik giicii tizerindeki etkisini belirlemek icin tasarlanmis bir
caligmayi ele alalim. Aciktir ki, ortam sicaklig1 seviyeleri kontrol edilemez ve bu nedenle veri

yapist, tesisten yalnizca zaman i¢indeki verilerin izlenmesi olabilir.

Iyi tasarlanmis bir deney ile gdzlemsel ¢alismalar arasindaki garpici farkin, ikincisiyle
ger¢ek neden ve sonucu belirlemedeki zorluk oldugu agik olmalidir. Ayrica, temel tepkide
bulunan farkliliklar (6rnegin, korozyon seviyeleri, kan kolesterolii, tesis elektrik enerjisi
tiikketimi), kontrol edilmeyen diger temel faktdrlerden kaynaklaniyor olabilir. Ideal olarak,
tasarlanmis bir deneyde rahatsiz edici faktorler, rastgelelestirme islemi yoluyla esitlenir. Kan
kolesteroliindeki degisikliklerin nedeni kesinlikle yag alimi, egzersiz aktivitesi vb. olabilir.
Elektrik enerjisi tiiketimi, tiretilen iiriin miktarindan ve hatta iiretilen {rliniin safligindan

etkilenebilir.



Dikkatlice tasarlanmis deneylerle karsilastirildiginda, gozlemsel bir ¢alismanin
genellikle goz ardi edilen diger bir dezavantaji, ikincisinden farkli olarak, gozlemsel
caligmalarin, ilgilenilen faktorlerin araliklarini etkileyen doganin, cevresel veya diger
kontrolsiiz kosullarin insafina kalmasidir. Ornegin, kan sodyum seviyelerinin kan kolesterolii
iizerindeki etkisine iligkin biyomedikal ¢alismada, gercekten de giiclii bir etkinin olmasi
miimkiindiir, ancak kullanilan belirli veri seti, deneklerin dogas1 geregi sodyum seviyelerinde
yeterince gozlenen varyasyon icermemektedir. secildi. Elbette, tasarlanmis bir deneyde, analist

bir dizi faktor seger ve kontrol eder.

Cok yararli olabilen ancak tasarlanmis bir deneyle Kkarsilastirildiginda bariz
dezavantajlar1 olan tiglincii bir istatistiksel ¢calisma tiirii, retrospektif bir calismadir. Bu tiir bir
caligma, kesinlikle tarihsel verileri, belirli bir zaman diliminde alinan verileri kullanir. Geriye
doniik verilerin belirgin bir avantaji, veri toplama maliyetinin azalmasidir. Bununla birlikte,

tahmin edilebilecegi gibi, acik dezavantajlar vardir.

(1) Tarihsel verilerin gegerliligi ve giivenilirligi genellikle siiphelidir.
(it) Zaman, verilerin yapisinin 6nemli bir yoniiyse, eksik veriler olabilir.
(ii1) Verilerin toplanmasinda bilinmeyen hatalar olabilir.

(iv) Yine, gozlemsel verilerde oldugu gibi, 6l¢iilen degiskenlerin (bir ¢aligmadaki faktorler)
araliklar1 tizerinde herhangi bir kontrol yoktur. Aslinda, ge¢mis verilerde bulunan araliklar

mevcut ¢aligmalar i¢in uygun olmayabilir.

Boliim 1.6'da, degiskenler arasindaki iliskilerin modellenmesine biraz dikkat edilmistir.
Boliim 11 ve 12'de ele alinan ve Boliim 14 ve 15'te tartisilan tasarlanmis deneyler icin bir veri
analizi bi¢imi olarak gdsterilen regresyon analizi kavramini tanittik. Bolim 1.6'da, kumasin
popiilasyon ortalama gerilme mukavemetini yiizdelerle iligkilendiren bir model Deneysel
birimleri temsil eden 20 kumas 6rneginde, drnek olarak pamuk kullanilmistir. Bu durumda
veriler, bilim adami tarafindan bireysel pamuk yiizdelerinin segildigi basit tasarlanmis bir

deneyden geldi.

Genellikle, Bolim 11 ve 12'de tartisilan model olusturma prosediirleri yoluyla
degiskenler arasindaki iliskileri gézlemlemek amaciyla hem gozlemsel veriler hem de geriye
dontik veriler kullanilir. Amacg istatistiksel model olusturmak oldugunda, tasarlanmis
deneylerin avantajlar1 kesinlikle gecerli olsa da, birgok alan vardir. Hangi deneylerin tasarimi

miimkiin degildir. Bu nedenle, gozlemsel veya tarihsel veriler kullanilmalidir. Burada, sayfa



472'deki Alistirma 12.5'te bulunan tarihsel bir veri setine atifta bulunuyoruz. Amag, tiiketilen
aylik elektrik giiciinii ortalama ortam sicaklig1 x1, giin sayist ile iliskilendiren bir denklem veya
iligki ile sonuglanacak bir model olusturmaktir. ay x2 , ortalama iiriin saflig1 x3 ve iiretilen {iriin

tonu x4 . Veriler, gegen yilin gegmis verileridir.

OLASILIK

2.1 ORNEKLEM UZAYI

Istatistik calismasinda, temel olarak planl bir calismada veya bilimsel arastirmada
ortaya ¢ikan tesadiifi sonuglarin sunumu ve yorumlanmasiyla ilgilenilmektedir. Ornegin, bir
trafik 1s1g1min yerlestirilmesini gerek¢elendirmeyi umarak, herhangi bir X kavsaginda meydana
gelen aylik kaza sayisini kaydedebiliriz; bir montaj hattindan ¢ikan {iriinleri "kusurlu" veya
"kusursuz" olarak siiflandirabiliriz veya bir asidin konsantrasyonu degistiginde kimyasal bir
reaksiyonda salinan gazin hacmiyle ilgilenebiliriz. Bu nedenle, istatistik¢i genellikle sayimlari
veya Olciimleri temsil eden sayisal verilerle veya bazi kriterlere gore smiflandirilabilen

kategorik verilerle ugragsmaktadir.

Ister sayisal ister kategorik olsun, herhangi bir bilgi kaydina gozlem olarak atifta
bulunacagiz. Boylece, gegen yil boyunca Ocak'tan Nisan'a kadar her ay X kavsaginda meydana
gelen kazalarin sayisin1 temsil eden 2, 0, 1 ve 2 sayilari bir dizi gézlem olugturmaktadir. Benzer
sekilde, bes 6ge incelendiginde kusurlu veya hatasiz bulunan 6geleri temsil eden N, D, N, N ve

D kategorik verileri gozlem olarak kaydedilir.

Istatistikgiler, bir veri kiimesi olusturan herhangi bir islemi tanimlamak igin deney

kelimesini kullanirlar. Istatistiksel bir deneyin basit bir 6rnegi, yazi tura atmaktir. Bu deneyde,

yalnizca iki olas1 sonug vardir, tura veya yazi. Baska bir deney, bir fiizenin firlatilmasi ve belirli
zamanlarda hizinin gbzlemlenmesi olabilir. Se¢gmenlerin yeni bir satis vergisiyle ilgili goriisleri

de bir deney gozlemi olarak degerlendirilebilir. Deneyi birka¢ kez tekrarlayarak elde edilen

gozlemlerle 6zellikle ilgilenilmektedir. Cogu durumda, sonuglar sansa baglidir ve bu nedenle

kesin olarak tahmin edilemez. Bir kimyager ayni1 kosullar altinda birkag¢ kez bir analiz yaparsa,
deneysel prosediirde bir sans unsuru oldugunu goésteren farkli 6l¢timler elde edecektir. Bir yazi
tura tekrar tekrar atildiginda bile, belirli bir atisin tura geleceginden emin olamayiz. Ancak, her

atis i¢in tiim olasiliklar bilinmektedir.

Istatistiksel bir deneyin tiim olasi sonuclarimin olusturdugu kiimeye

“orneklem uzay” denir ve S sembolii ile gosterilir.




Bir 6rneklem uzayindaki her sonug, 6rneklem uzayinin bir elemani1 veya iiyesi ya da sadece bir

orneklem noktasi olarak adlandirilir. Ornek uzayin sonlu sayida elemani varsa, elemanlari

virgiille ayirarak ve parantez icinde listeleyebiliriz. Bdylece, yazi tura atildiginda olasi

sonuclarin 6rnek uzay1 S = {Y, T} olarak yazilabilir; burada Y ve T, sirasiyla yazi ve turaya

karsilik gelmektedir.
Ornek 2.1: Bir zar atma deneyini diisiiniin.

Cevap 2.1: Ust yiizde gériinen say: ile ilgileniyorsaniz, érnek uzay S; = {1,2,3,4,5,6}dir.
Yalnizca sayinin ¢ift mi yoksa tek mi olduguyla ilgileniyorsak, drnek uzay basitce S, =

{tek, cift} olur.

Ornek 2.1, bir deneyin sonuglarini agiklamak i¢in birden fazla rnek uzaym kullanilabilecegini
gostermektedir. Bu durumda S;, S,'den daha fazla bilgi saglar. S;'de hangi 6genin olustugunu
bilirsek, S,'de hangi sonucun olustugunu sdyleyebiliriz; bununla birlikte, S,'de ne olduguna dair
bir bilgi, S;'de hangi 6genin olustugunu belirlemede ¢ok az yardimci olur. Genel olarak,
deneyin sonuglariyla ilgili en fazla bilgiyi veren 6rnek uzayin kullanilmasi arzu edilir. Baz1
deneylerde, ornek uzayin elemanlarmi bir aga¢ diyagrami aracilifiyla sistematik olarak

listelemek yararhdir.

Ornek 2.2: Bir yaz1 tura atmay1 deneyi gerceklestirilmektedir. Para tura gelirse ikinci kez

havaya atilmaktadir. Yazi gelirse, zar bir kez atilmaktadir. Orneklem uzayini olusturunuz.

Cevap 2.2: Ornek uzayin en ¢ok bilgiyi saglayan dgelerini listelemek igin Sekil 2.1'deki agag

diyagrami olusturulur.

ilk Sonug lkinci Sonug  Orneklem
noktasi

Yy Ty
T<
T TT

Y1

e

Y2
Y3
Y4
Y5

@ 0 B W M

Y6




Sekil 2.1: Ornek 1.2 i¢in aga¢ diyagrama.

Agacin dallar1 boyunca uzanan gesitli yollar, farkli 6rnek noktalarin1 vermektedir. Sol tist
daldan baglayarak ve ilk yol boyunca saga dogru hareket ederek, madeni paranin art arda iki
atisinda tura gelme olasiligint gosteren TY Ornek noktasini elde ederiz. Benzer sekilde, Y3
ornekleme noktasi, madeni paranin zar atildifinda yazi ve ardindan 3 gelme olasiligini

gostermektedir.

Ornek 2.3: Bir iiretim siirecinden rastgele ii¢ 6ge secildigini varsayalim. Her 6ge incelenir ve
hatali ise D veya hatasiz ise N olarak smiflandirilmaktadir. Ornek uzaym en fazla bilgiyi

saglayan dgelerini listeleyiniz.

Cevap 2.3: Bunun i¢in Sekil 2.2'deki aga¢ diyagramini olustururuz. Bu durumda, agacin dallari
boyunca uzanan gesitli yollar farkli 6rnek noktalar1 vermektedir. Ilk yoldan baslayarak,

incelenen ti¢ 6genin de kusurlu olma olasiligini gosteren DDD 6rnekleme noktasini elde ederiz.

First Second Third  Sample
ltem ltem ltem Point
D DDD
D<
5 < N DDN
D DND
N<
N DNN
D NDD
D<
N NDN
N < D NND
N<
N NNN

Sekil 2.2: Ornek 1.3 igin agag diyagramu.
Diger yollar boyunca ilerledikce, 6rnek uzayin
S ={DDD,DDN,DND,DNN,NDD,NDN,NND,NNN} oldugunu goriiriiz.
2.2 OLAYLAR

Herhangi bir deney i¢in, 6rnek uzayda belirli bir 6genin ortaya ¢ikmasindan ziyade
belirli olaylarin meydana gelmesiyle ilgilenebiliriz. Ornegin, bir zar atildiginda sonucun 3'e
béliinebilir oldugu A olayyla ilgilenebiliriz. Bu, sonug, Ornek 2.1'deki S; 6rnek uzayinin

A = {3,6} alt kiimesinin bir 6gesiyse gerceklesmektedir.



Daha ileri bir drnek olarak, Ornek 2.3'teki kusur sayisinin 1'den biiyiik oldugu B olay1yla
ilgilenebiliriz. Sonug, S 6rnek uzaymm B = {DDN,DND,NDD,DDD} altkiimesinin bir

elemant ise bu gerceklesir.

Her olaya, 6rnek uzayi bir alt kiimesini olusturan 6rnek noktalarin bir koleksiyonunu

atariz. Bu alt kiime, olayin dogru oldugu tiim 6geleri temsil eder.

Bir olay, bir 6rnek uzayn alt kiimesidir.

Bir A olaymin S'ye gore tiimleyeni, S'min A'da olmayan tim

orneklemlerinin olusturdugu altkiimesidir ve A’ ile gosterilmektedir.

S = {kitap, cep telefonu, mp3, kagit, kirtasiye, diziistii bilgisayar} 6rneklem uzayini

ele alalim.

A = {kitap, kirtasiye, diziistii bilgisayar, kagit} olsun. O halde A'nin tiimleyeni
A" = {cep telefonu, mp3} olur.

Simdi yeni olaylarin olusmasina neden olacak olaylarla belirli operasyonlari ele alalim. Bu yeni
olaylar, verilen olaylarla ayn1 6rnek uzayin altkiimeleri olacaktir. A ve B'nin bir deneyle iligkili
iki olay oldugunu varsayalim. Bagka bir deyisle, A ve B, ayn1 6rnek uzay S'nin altkiimeleridir.
Ornegin, bir zarin atilmasinda, A'min ¢ift bir saymin olmasi olay1 ve B'nin 3'ten biiyiik bir
sayinin gostermesi olayini kabul edebiliriz. O zaman A = {2, 4, 6} ve B= {4, 5, 6} altkiimeleri,
aym S ={1,2,3,4,5,6} ornek uzaymin altkiimeleridir. Sonug¢ {4, 6} alt kiimesinin bir 6gesiyse,

bu yalnizca A ve B'nin kesisimidir.

A N B sembolii ile gosterilen A ve B olaylarinin Kkesisimi, A ve B i¢in ortak

olan tiim o6geleri iceren olaydir.

A N B =0 ise, yani A ve B'nin hicbir ortak elemam yoksa, A ve B olaylarina

ayrik olaylar denir.

AUB sembolii ile gosterilen A ve B olaylarinin birlesimi, A veya B'ye veya

her ikisine ait tiim ogeleri iceren olaydir.




Ornek 2.5: A={a,b,c}veB={b,c,d e}olsun;ozaman AU B ={a, b, ¢, d, e}.
Ornek 26: M={x|3<x<9}veN={y|5<y<12},ise MUN={z|3<z<12}.

Ornek 2.7: Olaylar ve karsilik gelen &rnek uzay arasindaki iliski, Venn diyagramlari
aracilifiyla grafiksel olarak gdsterilebilir. Bir Venn diyagraminda, 6rnek uzayin bir dikdortgen

olmasina izin veririz ve olaylar1 dikdortgenin i¢ine ¢izilen dairelerle temsil ederiz.

Boylece, Sekil 2.3'te goriiyoruz ki

I R s AnB=12
™ Ny '
/4 f}\ B\ BFC: 13
,-""/ /2 \ AUC= 123457
:I ri /! o - 6 I| Bf AA= 4.7
N\ /\ YN/ ANBNC =1,
4\ / 3 "
\ e y/ (AUB)NC' = 2, 6.7
\ | - . - .-
.

Sekil 2.3: Cesitli bolgeler tarafindan temsil edilen

olaylar.

Ornek 2.8: Sekil 1.4'te A, B ve C olaylarmin hepsinin S &rnek uzaymin altkiimeleri oldugunu

goruyoruz.

Sekil 2.4: S 6rneklem uzayinin olaylari.

B olaymin A olayinin bir altkiimesi oldugu da agiktir; B N C olaymin eleman1 yoktur ve bu

nedenle B ve C birbirini diglar yani ayriktir; A N C olayinin en az bir eleman vardir; ve



A U B = A olayidir. Bu nedenle, Sekil 2.4, 52 oyun kagidindan olusan siradan bir desteden
rastgele bir kart sectigimiz ve asafidaki olaylarin gerceklesip gergeklesmedigini

gbzlemledigimiz bir durumu tasvir edebilir:

A: Kart kirmiz1 gelmesi,

B: Kartin, karo kizi, valesi veya papazi olmasi,
C: Kartin as olmasi.

Venn diyagramlari araciligiyla kolayca dogrulanabilecek birka¢ sonug asagidaki

gibidir:
1. And = o. 6. o' = 5.
2. _"'1 L] {;‘-J = .’1 ? [f'l'r:l! — "1
3. AnA' = o.
—l '1L] _1:':5\ 8 [AFIB]’:A’L_JBI
5. 5 = o. 9. (AuB)Y =A"nPB.

2.3 ORNEKLEMLERI SAYMA

Istatistik¢inin dikkate almasi ve degerlendirmeye ¢alismasi gereken sorunlardan biri, bir
deney yapildiginda belirli olaylarin meydana gelmesiyle ilgili sans unsurudur. Bu problemler,
Boliim 2.4'te tanitilacak bir konu olan olasilik alanina aittir. Pek ¢ok durumda, bir olasilik
problemini, her elemanmi gercekten listelemeden, 6rnek uzaydaki nokta sayisini sayarak
cozebilecegiz. Genellikle ¢arpma kurali olarak adlandirilan temel sayma ilkesi Kural 2.1'de

belirtilmistir.

Kural 2.1: Bir islem n1 farkh yolla yapilabiliyorsa ve bu yollarin her biri i¢in n2 farkh

yolla ikinci bir islem yapilabiliyorsa, o zaman iki islem birlikte n1*nz yolla yapilabilir.

Bir ¢ift zar bir kez atildiginda, 6rnek uzayda kag tane 6rnek nokta vardir?

[k zar n1 = 6 yoldan herhangi birinde yiizii yukar1 gelecek sekilde gelebilir. Bu 6
yolun her biri i¢in, ikinci zar da n2 = 6 sekilde yiizii yukar1 gelebilir. Bu nedenle, bir ¢ift zar

N1 n2 = (6)(6) = 36 olas1 yoldan gelebilir.



Ornek 2.10: Bir mimar, potansiyel ev alicilarma ¢iftlik (Ranch), iki katli (Two-Story,) ve iki
seviyeli (Split-Level) kat planlarinda Tudor (Tudor), riistik (Rustic), kolonyal (Colonial) ve
geleneksel (Traditional) dis tasarim segenekleri sunar. Bir alict bu evlerden birini kag farkli

sekilde siparis edebilir?

Cevap 2.10: n1 =4 ve n2 = 3 oldugundan, bir alic1 nin2= (4)(3) = 12 olas1 ev arasindan se¢im

yapmalidir.

Onceki iki 6rnege verilen yanitlar, agac diyagramlari olusturularak ve dallar boyunca cesitli
yollar sayilarak dogrulanabilir. Ornegin, Ornek 1.10'da, farkl dis stillere karsilik gelen n1 = 4
dal olacaktir ve sonra bu 4 dalin her birinden farkli kat planlarini temsil edecek sekilde uzanan
n2 = 3 dal olacaktir. Bu aga¢ diyagrami, Sekil 2.5'te gosterildigi gibi, dallar boyunca yollarin

verdigi nin2= (4)(3) = 12 ev segenegini verir.

Exterlor Style Floor Plan

panct
Two-Story

Spij. Le ve/

rand
Two-Story
Sp.l’.ff. L el

panct
Two-Story

Spit. Loy,

ranc

Two-Story

SOIJ}. L Vel

Sekil 2.5: Ornek 1.10 igin agag diyagramu.

Ornek 2.11: 22 iiyeli bir kuliibiin bir baskan ve bir sayman segmesi gerekiyorsa, bu ikisi kag

farkl1 sekilde segilebilir?

Cevap 2.11: Sandalye pozisyonu i¢in toplam 22 olasilik vardir. Bu 22 olasiligin her biri i¢in,
saymani se¢mek i¢in 21 olasilik vardir. Carpma kuralint kullanarak ni1 x n2 =22 x 21 = 462

farkl1 sekilde elde ederiz.



Kural 2.2: Bir islem n1 yolla yapilabiliyorsa ve bunlarin her biri i¢cin n2 yolla ikinci bir

islem yapilabiliyorsa ve ilk ikisinin her biri icin ns yolla iiciincii bir islem

yapilabiliyorsa, o0 zaman sira k islem sayis1 n1 n2 - - - nk sekilde gerceklestirilebilir.

0, 1, 2, 5, 6 ve 9 rakamlarindan her rakam sadece bir kez kullanilabiliyorsa kag

tane 4 basamakli ¢ift say1 olusturulabilir?

Sayimnin ¢ift olmasi1 gerektiginden, birler basamagi ¢ift olmali yani 0,2 ve 6.
Bununla birlikte, dort basamakli bir say1 i¢in binler basamagi 0 olamaz. Bu nedenle, birler

basamagina gelecek durumu 0 veya 0 degil olarak iki kisimda ele almaliyiz.

Birler basamagi O ise (yani, n1 = 1), binler basamagina n4 = 5 farkli rakam, yilizler basamagina
n3 = 4 ve onlar basamagina n2 = 3 farkli rakam gelebilir. Dolayisiyla bu durumda toplam
nin2n3n4=(1)(3)(4)(5)=60 tane dort basamakli ¢ift say1 elde ederiz.

Ote yandan, birler basamagi 0 degilse (yani 2 ve 6 ise, N1 = 2), binler basamagina na = 4 farkli
rakam, yiizler basamagina n3 = 4 ve onlar basamagina n2 = 3 segenegimiz vardir. Bu durumda

toplam ninznsna = (2)(3)(4)(4) = 96 tane dort basamakli ¢ift say1 vardir.

Dolayisiyla dort basamakli ¢ift sayilarin toplami 60 + 96 = 156 olarak hesaplanabilir.

Bir nesne grubunun bir kisminin veya hepsinin herhangi bir siralams

(dizilimi) permiitasyon olarak adlandirilir.

Siklikla, bir grup nesnenin tiim olas1 diizenlerini veya diizenlemelerini 6geler olarak igeren bir
ornek uzayla ilgileniriz. Ornegin, 6 kisinin bir masa etrafinda oturmas: igin ka¢ farkl
diizenlemenin miimkiin oldugunu bilmek isteyebiliriz veya toplam 20 biletten 2 ¢ekilis i¢in kag

farkl1 siralamanin miimkiin oldugunu sorabiliriz. Farkli diizenlemelere permiitasyon denir.

Negatif olmayan herhangi bir n tamsayis1 icin, n!, “n faktoriyel” olarak
adlandirilir ve su sekilde tammmlanir:

n!=nm-1)---2)QD),

ozel durum ise 0! = 1.




TEOREM 2.1: n nesnenin permiitasyon sayisi n!'dir.

TEOREM 2.2: n farkh nesneden r tanesini se¢cen permiitasyonalrin toplam sayisi

n .
nPr= -y dir.

Bir yil iginde, bir istatistik boliimiindeki 25 lisansiistii 6grenciden olusan bir sinifa
ii¢ 6dil (arastirma, 6gretim ve hizmet) verilecektir. Her 6grenci en fazla bir 6diil alabilirse, kag

olasi se¢im vardir?

Odiiller ayirt edilebilir oldugundan, bir permiitasyon problemidir. Ornek

noktalarinin toplam sayis1

! 25! 25!
(nr—lr)! = (25-3)! =221 (25)(24)(23) = 13800.

25P3=

50 kisilik 6grenci kuliibiinden bir baskan ve bir sayman segilecektir. Buna gore

asagidaki sartlara gore kag farkli yonetim se¢cimi miimkiindiir?

a.) Herhangi bir kisitlama yoktur;

b.) A, ancak baskan oldugu durumda yonetimde gérev yapacak;
c.) B ve C birlikte gorev yapacak veya hi¢ hizmet vermeyecek;
d.) D ve E birlikte gérev yapmayacak.

a.) Herhangi bir kisitlama olmaksizin, yonetim segimlerinin toplam sayisi,

n 50!
(n-r)! T 48!

50P2= = (50)(49) = 2450.

b.) A sadece baskan oldugu zaman yonetimde gorev yapacagi igin burada iki durumumuz
var: (i) A'nin bagkan olarak segilmesi, bu da saymanin pozisyonu i¢in geri kalan 49 olasi
sonug verir ve (1)(49)=49. (ii) Yonetim, A'siz kalan 49 kisi arasindan segilir.
49P2=(49)(48) = 2352 secenek sayisina sahiptir. Bu nedenle, toplam segenek sayisi
49+2352 = 2401'dir.

c.) B ve C birlikte hizmet verdiginde se¢im sayis1 2'dir. Hem B hem de C se¢ilmediginde
secim sayis1 48P2 =(48)(47)=2256'dir. Dolayisiyla bu durumda toplam segenek sayisi
2+2256 = 2258'dir.



d.) D'nin memur olarak gorev yaptigi ancak E'nin gorev yapmadigi se¢im sayisi (2)(48) =
96'dir; burada 2, D'nin gorev alabilecegi pozisyon sayisidir ve 48 ise E harig¢ digerlerinin
gorevde kalan kisilerden se¢im sayisidir. E'nin yonetimde gorev yaptigi ancak D'nin
gorev yapmadig1 se¢im sayist da (2)(48) = 96'dir. Hem D hem de E secilmediginde
secim sayisi 48P2 =(48)(47)=2256'dir. Bu nedenle, toplam say1 secenck sayisi
(2)(96)+2256 = 2448'dir.

***Bu problemin baska bir kisa ¢éziimii daha vardir: D ve E birlikte ancak 2 sekilde

hizmet edebildiginden, cevap 2450 (kisit olmadan toplam se¢im) — 2 = 2448'dir.

TEOREM 2.3: Bir daire icinde diizenlenmis n nesnenin permiitasyon sayisi (n—1)!'dir.

Nesnelerin bir daire i¢inde diizenlenmesiyle olusan permiitasyonlara dairesel permiitasyonlar
denir. Saat yoniinde ilerlerken, iki diizenlemedeki karsilik gelen nesnelerin Oniinde veya
arkasinda farkli bir nesne olmadikga, iki dairesel permiitasyon farkli kabul edilmez. Ornegin, 4
kisi bri¢ oynuyorsa, hepsi bir konumu saat yoniinde hareket ettirirse yeni bir permiitasyonumuz
olmaz. Bir kisiyi sabit bir pozisyonda diisiintip diger {i¢iinii 3!'te diizenleyerek yollar, bri¢ oyunu

icin 6 farkli diizenleme oldugunu goriiyoruz.

TEOREM 2.4: n permiitasyon icerisinden N1 tanesi birbirine benzeyen bir tiir, n2 tanesi
birbirine benzeyen ikinci bir tiir, Nk tanesi birbirine benzeyen k. baska bir tiir olmak

iizere, permiitasyonlarinin toplam sayisi

n!

Kolej futbolu antrenman seansinda, savunma koordinatdriiniin arka arkaya 10
oyuncuya sahip olmasi gerekir. Bu 10 oyuncu icerisinde 1 tane 1. sinif, 2 tane 2. sinif, 4 tane
geng sinif ve 3 tane son smif 6grencisi bulunmaktadir. Sadece sinif seviyeleri ayirt edilecekse,

arka arkaya kag farkli sekilde siralanabilirler?

Dogrudan Teorem 2.4'li kullanarak, toplam diizenleme sayist

n! 10!




TEOREM 2.5: Bir n nesne kiimesini, birinci hiicrede n; 6ge, ikinci hiicrede n, 6ge vb.

olacak sekilde r hiicreye bolme yollarinin sayisi,
( n ) _ n!
ny,ny, ..n, (n)!'(n)!...(n,.)!

Buradan; +ny +--+n,.=n

(Cogu zaman, bir n nesne kiimesini hiicre ad1 verilen r alt kiimeye bélmenin yollarinin sayisiyla
ilgileniriz. r alt kiimelerinin olas1 her ¢iftinin kesisimi bos kiime ¢ ise ve tiim alt kiimelerin

birlesimi orijinal kiimeyi veriyorsa, bir bolme elde edilmistir. Bir hiicre i¢indeki elemanlarin

stirasinin hicbir 6nemi yoktur. Ornegin {a, e, i, 0, u} kiimesini ele alalim. Birinci hiicrenin 4

0geyi ve ikinci hiicrenin 1 6geyi igerdigi olas1 boliimler
{(a, e, i,0), (W} {(a i,0,u), ()} {(ei,0,u), (@} {(a e o,u), ()} {(a ce,i,u),(0)} olmaktadir.

4 0geden olusan bir kiimeyi, ilk hiicrede 4 6ge ve ikincide 1 6ge igeren iki alt kiimeye veya
hiicrelere bolmenin 5 yolu oldugunu goriiyoruz. Teorem 2.5’ kullanarak bu sonucu benzer

sekilde elde ederiz:

(4?1) :ﬁ: >

Bir konferansta 7 lisansiistii 6grenci 1 tane ii¢ kisilik ve 2 tane ¢ift kisilik otel

odasina kag farkl sekilde yerlestirilebilir?

Olas1 boliimlerin toplam sayis1

7\ 7! 210
(3, 2,2) HOTONOE

TEOREM 2.6: n farkh nesneden r tanesini secen kombinasyonlarin sayisi,

n n!
(r) ~ (n—r1r)!

Pek cok problemde, sira gozetmeksizin n nesneden r nesneyi se¢me yollarinin sayistyla

ilgileniyoruz. Bu se¢imlere kombinasyon denir. Kombinasyon aslinda iki hiicreli bir boliimdiir,

bir hiicre secilen r nesneyi icerir ve diger hiicre kalan (n-r) nesneleri igerir.



Kiigtik bir ¢ocuk, annesinden 10 macera oyunu ve 5 spor oyunundan olusan
koleksiyonundan 5 tanesini vermesini istemektedir. Annesi kag¢ degisik sekilde 3 macera ve 2

spor oyunu verebilir?

10 macera oyunundan 3 macera oyunu se¢menin yol sayist

n n! 10 10!
(r) =r!(n—r)!=<3)=3!(10—3)!=120

5 spor oyunundan 2 spor oyunu segmenin yol sayisi

n n! 5 5!
(r) “rm—nr)! <2>=2!(5—2)!=10

n1 =120 ve n2 = 10 ile garpma kuralini (Kural 2.1) kullanarak, (120)(10) = 1200 degisik sekilde

yolumuz olur.
STATISTICS kelimesindeki harflerden kag farkli harf diizenlemesi yapilabilir?

Teorem 2.6 tartismasindaki argimanin aynisin1 kullanarak, bu 6rnekte Teorem

2.5'1 su sekilde uygulayabiliriz:

10 3 10! s
(3,3,2, 1, 1) - (3)!(3)!(2)! (D! ()! = 50400

Burada toplam 10 harf var, her biri 3 kez goriinen 2 harf (S, T), 2 kez goriinen I harfi ve 1 kez

goriinen A ve C harfleri. Ote yandan, bu sonug dogrudan Teorem 2.4 kullanilarak elde edilebilir.



OLASILIK VE ISTATISTIK
2. HAFTA

OLASILIK

2.1 ORNEKLEM UZAYI

Istatistik calismasinda, temel olarak planli bir ¢alismada veya bilimsel arastirmada
ortaya cikan tesadiifi sonuglarin sunumu ve yorumlanmasiyla ilgilenilmektedir. Ornegin, bir
trafik 151g1min yerlestirilmesini gerek¢elendirmeyi umarak, herhangi bir X kavsaginda meydana
gelen aylik kaza sayisini kaydedebiliriz; bir montaj hattindan ¢ikan {irtinleri "kusurlu" veya
"kusursuz" olarak siniflandirabiliriz veya bir asidin konsantrasyonu degistiginde kimyasal bir
reaksiyonda salinan gazin hacmiyle ilgilenebiliriz. Bu nedenle, istatistik¢i genellikle sayimlari
veya Olgtimleri temsil eden sayisal verilerle veya bazi kriterlere gore siiflandirilabilen

kategorik verilerle ugragsmaktadir.

Ister sayisal ister kategorik olsun, herhangi bir bilgi kaydina gozlem olarak atifta
bulunacagiz. Boylece, gegen yil boyunca Ocak'tan Nisan'a kadar her ay X kavsaginda meydana
gelen kazalarin sayisini temsil eden 2, 0, 1 ve 2 sayilar1 bir dizi gézlem olusturmaktadir. Benzer
sekilde, bes 6ge incelendiginde kusurlu veya hatasiz bulunan 6geleri temsil eden N, D, N, N ve

D kategorik verileri gozlem olarak kaydedilir.

Istatistikgiler, bir veri kiimesi olusturan herhangi bir islemi tanimlamak igin deney

kelimesini kullanirlar. Istatistiksel bir deneyin basit bir 6rnegi, yazi tura atmaktir. Bu deneyde,

yalnizca iki olas1 sonug vardir, tura veya yazi. Baska bir deney, bir fiizenin firlatilmasi ve belirli
zamanlarda hizinin gézlemlenmesi olabilir. Se¢gmenlerin yeni bir satig vergisiyle ilgili goriisleri

de bir deney gozlemi olarak degerlendirilebilir. Deneyi birkac kez tekrarlayarak elde edilen

gozlemlerle 6zellikle ilgilenilmektedir. Cogu durumda, sonuglar sansa baglidir ve bu nedenle

kesin olarak tahmin edilemez. Bir kimyager ayni1 kosullar altinda birkag¢ kez bir analiz yaparsa,
deneysel prosediirde bir sans unsuru oldugunu gdésteren farkli 6l¢timler elde edecektir. Bir yazi
tura tekrar tekrar atildiginda bile, belirli bir atisin tura geleceginden emin olamayiz. Ancak, her

atis i¢in tiim olasiliklar bilinmektedir.

Istatistiksel bir deneyin tiim olasi sonuclarimin olusturdugu kiimeye

“orneklem uzay” denir ve S sembolii ile gosterilir.




Bir 6rneklem uzayindaki her sonug, 6rneklem uzayinin bir elemani1 veya iiyesi ya da sadece bir

orneklem noktasi olarak adlandirilir. Ornek uzayin sonlu sayida elemani varsa, elemanlari

virgiille ayirarak ve parantez icinde listeleyebiliriz. Bdylece, yazi tura atildiginda olasi

sonuglarin 6rnek uzayt S = {Y, T} olarak yazilabilir; burada Y ve T, sirasiyla yazi1 ve turaya

karsilik gelmektedir.
Ornek 2.1: Bir zar atma deneyini diisiiniin.

Cevap 2.1: Ust yiizde goriinen say1 ile ilgileniyorsaniz, érnek uzay S; = {1,2,3,4,5,6}'dir.
Yalnizca saymin ¢ift mi yoksa tek mi olduguyla ilgileniyorsak, ornek uzay basitce S, =

{tek,cift} olur.

Omek 2.1, bir deneyin sonuglarini agiklamak i¢in birden fazla 6rnek uzaym kullanilabilecegini
gostermektedir. Bu durumda S;, S,'den daha fazla bilgi saglar. S;'de hangi 6genin olustugunu
bilirsek, S,'de hangi sonucun olustugunu sdyleyebiliriz; bununla birlikte, S,'de ne olduguna dair
bir bilgi, S;'de hangi 6genin olustugunu belirlemede ¢ok az yardimci olur. Genel olarak,
deneyin sonugclariyla ilgili en fazla bilgiyi veren 6rnek uzayin kullanilmasi arzu edilir. Bazi
deneylerde, ornek uzayin elemanlarmi bir aga¢ diyagrami aracilifiyla sistematik olarak

listelemek yararlidir.

Ornek 2.2: Bir yazi tura atmay1 deneyi gerceklestirilmektedir. Para tura gelirse ikinci kez

havaya atilmaktadir. Yazi gelirse, zar bir kez atilmaktadir. Orneklem uzayini olusturunuz.

Cevap 2.2: Ornek uzaym en ¢ok bilgiyi saglayan dgelerini listelemek icin Sekil 2.1'deki agag

diyagrami olusturulur.

lk Sonug  Ikinci Sonug Orneklem
noktasi

Yy T
T<
T TT

Y1

ry

Yo
Y3
Y4

Y5

(= B L )

Y6

Sekil 2.1: Ornek 1.2 i¢in aga¢ diyagramu.



Agacin dallar1 boyunca uzanan gesitli yollar, farkli 6rnek noktalarin1 vermektedir. Sol tist
daldan baslayarak ve ilk yol boyunca saga dogru hareket ederek, madeni paranin art arda iki
atisinda tura gelme olasiligint gosteren TY Ornek noktasini elde ederiz. Benzer sekilde, Y3
ornekleme noktasi, madeni paranin zar atildiginda yazi ve ardindan 3 gelme olasiligimni

gostermektedir.

Ornek 2.3: Bir iiretim siirecinden rastgele ii¢ 6ge secildigini varsayalim. Her 6ge incelenir ve
hatal1 ise D veya hatasiz ise N olarak siniflandirilmaktadir. Ornek uzaym en fazla bilgiyi

saglayan 6gelerini listeleyiniz.

Cevap 2.3: Bunun igin Sekil 2.2'deki agag¢ diyagramini olustururuz. Bu durumda, agacin dallar
boyunca uzanan cesitli yollar farkli 6rnek noktalar: vermektedir. Ilk yoldan baslayarak,

incelenen ti¢ 6genin de kusurlu olma olasiligini gésteren DDD 6rnekleme noktasini elde ederiz.

First Second Third  Sample

ltem ltem ltem Point
D DDD

D<
b < N  DDN
D DND

N<
N DNN
D NDD

D<
N < N  NDN
D NND

N<
N NNN

Sekil 2.2: Ornek 1.3 i¢in agag diyagramu.
Diger yollar boyunca ilerledikge, 6rnek uzayin
S ={DDD,DDN,DND,DNN,NDD,NDN,NND,NNN} oldugunu goriiriiz.
2.2 OLAYLAR

Herhangi bir deney icin, drnek uzayda belirli bir 6genin ortaya ¢ikmasindan ziyade
belirli olaylarin meydana gelmesiyle ilgilenebiliriz. Ornegin, bir zar atildiginda sonucun 3'e
béliinebilir oldugu A olayyla ilgilenebiliriz. Bu, sonug, Ornek 2.1'deki S; 6rnek uzayinin

A = {3,6} alt kiimesinin bir 6gesiyse ger¢eklesmektedir.



Daha ileri bir drnek olarak, Ornek 2.3'teki kusur sayisinin 1'den biiyiik oldugu B olay1yla
ilgilenebiliriz. Sonug, S 6rnek uzaymm B = {DDN,DND,NDD,DDD} altkiimesinin bir

elemant ise bu gerceklesir.

Her olaya, 6rnek uzayi bir alt kiimesini olusturan 6rnek noktalarin bir koleksiyonunu

atariz. Bu alt kiime, olayin dogru oldugu tiim 6geleri temsil eder.

Bir olay, bir 6rnek uzayn alt kiimesidir.

Bir A olaymin S'ye gore tiimleyeni, S'min A'da olmayan tim

orneklemlerinin olusturdugu altkiimesidir ve A’ ile gosterilmektedir.

S = {kitap, cep telefonu, mp3, kagit, kirtasiye, diziistii bilgisayar} 6rneklem uzayini

ele alalim.

A = {kitap, kirtasiye, diziistii bilgisayar, kagit} olsun. O halde A'nin tiimleyeni
A" = {cep telefonu, mp3} olur.

Simdi yeni olaylarin olusmasina neden olacak olaylarla belirli operasyonlari ele alalim. Bu yeni
olaylar, verilen olaylarla ayn1 6rnek uzayin altkiimeleri olacaktir. A ve B'nin bir deneyle iliskili
iki olay oldugunu varsayalim. Bagka bir deyisle, A ve B, ayn1 6rnek uzay S'nin altkiimeleridir.
Ornegin, bir zarin atilmasinda, A'min ¢ift bir saymin olmasi olay1 ve B'nin 3'ten biiyiik bir
sayinin gostermesi olayini kabul edebiliriz. O zaman A = {2, 4, 6} ve B= {4, 5, 6} altkiimeleri,
aym S ={1,2,3,4,5,6} ornek uzaymin altkiimeleridir. Sonug¢ {4, 6} alt kiimesinin bir 6gesiyse,

bu yalnizca A ve B'nin kesisimidir.

A N B sembolii ile gosterilen A ve B olaylarinin kesisimi, A ve B i¢in ortak

olan tiim o6geleri iceren olaydir.

A N B =0 ise, yani A ve B'nin hicbir ortak elemam yoksa, A ve B olaylarina

ayrik olaylar denir.

AUB sembolii ile gosterilen A ve B olaylarinin birlesimi, A veya B'ye veya

her ikisine ait tiim ogeleri iceren olaydir.




Ornek 2.5: A={a,b,c}veB={b,c,d e}olsun;ozaman AU B ={a, b, ¢, d, e}.
Ornek 26: M={x|3<x<9}veN={y|5<y<12},ise MUN={z|3<z<12}.

Ornek 2.7: Olaylar ve karsilik gelen &rnek uzay arasindaki iliski, Venn diyagramlari
aracilifiyla grafiksel olarak gdsterilebilir. Bir Venn diyagraminda, 6rnek uzayin bir dikdortgen

olmasina izin veririz ve olaylar1 dikdortgenin i¢ine ¢izilen dairelerle temsil ederiz.

Boylece, Sekil 2.3'te goriiyoruz ki

I R s AnB=12
™ Ny '
/4 f}\ B\ BFC: 13
,-""/ /2 \ AUC= 123457
:I ri /! o - 6 I| Bf AA= 4.7
N\ /\ YN/ ANBNC =1,
4\ / 3 "
\ e y/ (AUB)NC' = 2, 6.7
\ | - . - .-
.

Sekil 2.3: Cesitli bolgeler tarafindan temsil edilen

olaylar.

Ornek 2.8: Sekil 1.4'te A, B ve C olaylarmin hepsinin S &rnek uzaymin altkiimeleri oldugunu

goruyoruz.

Sekil 2.4: S 6rneklem uzayinin olaylari.

B olaymnin A olayinin bir altkiimesi oldugu da agiktir; B N C olaymin elemani yoktur ve bu

nedenle B ve C birbirini diglar yani ayriktir; A N C olayinin en az bir eleman vardir; ve



A U B = A olayidir. Bu nedenle, Sekil 2.4, 52 oyun kagidindan olusan siradan bir desteden
rastgele bir kart sectigimiz ve asagidaki olaylarin gerceklesip gergeklesmedigini

gozlemledigimiz bir durumu tasvir edebilir:

A: Kart kirmiz1 gelmesi,

B: Kartin, karo kizi, valesi veya papazi olmasi,
C: Kartin as olmasi.

Venn diyagramlari araciliftyla kolayca dogrulanabilecek birka¢ sonug asagidaki

gibidir:
1. And = o. 6. o' = 5.
2. _"'1 L] {;‘-J = .’1 ? [f'l'r:l! — "1
3. AnA' = o.
—l '1L] _1:':5\ 8 [AFIB]’:A’L_JBI
5. 5 = o. 9. (AuB)Y =A"nPB.

2.3 ORNEKLEMLERI SAYMA

Istatistik¢inin dikkate almasi ve degerlendirmeye ¢alismasi gereken sorunlardan biri, bir
deney yapildiginda belirli olaylarin meydana gelmesiyle ilgili sans unsurudur. Bu problemler,
Boliim 2.4'te tanitilacak bir konu olan olasilik alanina aittir. Pek ¢ok durumda, bir olasilik
problemini, her elemanmi gercekten listelemeden, 6rnek uzaydaki nokta sayisini sayarak
¢ozebilecegiz. Genellikle ¢arpma kurali olarak adlandirilan temel sayma ilkesi Kural 2.1'de

belirtilmistir.

Kural 2.1: Bir islem n1 farkh yolla yapilabiliyorsa ve bu yollarin her biri i¢in n2 farkh

yolla ikinci bir islem yapilabiliyorsa, o zaman iki islem birlikte n1*nz yolla yapilabilir.

Bir ¢ift zar bir kez atildiginda, 6rnek uzayda kag tane 6rnek nokta vardir?

[k zar n1 = 6 yoldan herhangi birinde yiizii yukar1 gelecek sekilde gelebilir. Bu 6
yolun her biri i¢in, ikinci zar da n2 = 6 sekilde yiizii yukar1 gelebilir. Bu nedenle, bir ¢ift zar

N1 n2 = (6)(6) = 36 olas1 yoldan gelebilir.



Ornek 2.10: Bir mimar, potansiyel ev alicilarma ¢iftlik (Ranch), iki katli (Two-Story,) ve iki
seviyeli (Split-Level) kat planlarinda Tudor (Tudor), riistik (Rustic), kolonyal (Colonial) ve
geleneksel (Traditional) dis tasarim segenekleri sunar. Bir alict bu evlerden birini kag farkli

sekilde siparis edebilir?

Cevap 2.10: n1 =4 ve n2 = 3 oldugundan, bir alic1 nin2= (4)(3) = 12 olas1 ev arasindan se¢im

yapmalidir.

Onceki iki 6rnege verilen yanitlar, agac diyagramlari olusturularak ve dallar boyunca cesitli
yollar sayilarak dogrulanabilir. Ornegin, Ornek 1.10'da, farkl dis stillere karsilik gelen n1 = 4
dal olacaktir ve sonra bu 4 dalin her birinden farkli kat planlarini temsil edecek sekilde uzanan
n2 = 3 dal olacaktir. Bu aga¢ diyagrami, Sekil 2.5'te gosterildigi gibi, dallar boyunca yollarin

verdigi nin2= (4)(3) = 12 ev segenegini verir.

Exterlor Style Floor Plan

panct
Two-Story

Spij. Le ve/

rand
Two-Story
Sp.l’.ff. L el

panct
Two-Story

Spit. Loy,

ranc

Two-Story

SOIJ}. L Vel

Sekil 2.5: Ornek 1.10 igin agag diyagramu.

Ornek 2.11: 22 iiyeli bir kuliibiin bir baskan ve bir sayman segmesi gerekiyorsa, bu ikisi kag

farkl1 sekilde segilebilir?

Cevap 2.11: Sandalye pozisyonu i¢in toplam 22 olasilik vardir. Bu 22 olasiligin her biri i¢in,
saymani se¢mek i¢in 21 olasilik vardir. Carpma kuralint kullanarak ni1 x n2 =22 x 21 = 462

farkl1 sekilde elde ederiz.



Kural 2.2: Bir islem n1 yolla yapilabiliyorsa ve bunlarin her biri i¢cin n2 yolla ikinci bir

islem yapilabiliyorsa ve ilk ikisinin her biri icin ns yolla iiciincii bir islem

yapilabiliyorsa, o0 zaman sira k islem sayis1 n1 n2 - - - nk sekilde gerceklestirilebilir.

0, 1, 2, 5, 6 ve 9 rakamlarindan her rakam sadece bir kez kullanilabiliyorsa kag

tane 4 basamakli ¢ift say1 olusturulabilir?

Sayimnin ¢ift olmasi1 gerektiginden, birler basamagi ¢ift olmali yani 0,2 ve 6.
Bununla birlikte, dort basamakli bir say1 i¢in binler basamagi 0 olamaz. Bu nedenle, birler

basamagina gelecek durumu 0 veya 0 degil olarak iki kisimda ele almaliyiz.

Birler basamagi O ise (yani, n1 = 1), binler basamagina n4 = 5 farkli rakam, yilizler basamagina
n3 = 4 ve onlar basamagina n2 = 3 farkli rakam gelebilir. Dolayisiyla bu durumda toplam
nin2n3n4=(1)(3)(4)(5)=60 tane dort basamakli ¢ift say1 elde ederiz.

Ote yandan, birler basamagi 0 degilse (yani 2 ve 6 ise, N1 = 2), binler basamagina na = 4 farkli
rakam, yiizler basamagina n3 = 4 ve onlar basamagina n2 = 3 segenegimiz vardir. Bu durumda

toplam ninznsna = (2)(3)(4)(4) = 96 tane dort basamakli ¢ift say1 vardir.

Dolayisiyla dort basamakli ¢ift sayilarin toplami 60 + 96 = 156 olarak hesaplanabilir.

Bir nesne grubunun bir kisminin veya hepsinin herhangi bir siralams

(dizilimi) permiitasyon olarak adlandirilir.

Siklikla, bir grup nesnenin tiim olas1 diizenlerini veya diizenlemelerini 6geler olarak igeren bir
ornek uzayla ilgileniriz. Ornegin, 6 kisinin bir masa etrafinda oturmasi igin kag farkl
diizenlemenin miimkiin oldugunu bilmek isteyebiliriz veya toplam 20 biletten 2 ¢ekilis i¢in kag
farkli siralamanin miimkiin oldugunu sorabiliriz. Farkli diizenlemelere permiitasyon denir.
Yani, siralamanin ka¢ farkli bicimde gerceklesecegini hesaplamada permiitasyon

kullanilmaktadir.

Negatif olmayan herhangi bir n tamsayisi i¢in, n!, “n faktoriyel” olarak
adlandirilir ve su sekilde tammmlanir:
n!=nn-1)---2)Q1Q),

ozel durum ise 0! = 1.




TEOREM 2.1: n nesnenin permiitasyon sayisi n!'dir.

TEOREM 2.2: n farkh nesneden r tanesini se¢cen permiitasyonalrin toplam sayisi

n .
nPr= -y dir.

Bir yil iginde, bir istatistik boliimiindeki 25 lisansiistii 6grenciden olusan bir sinifa
ii¢ 6dil (arastirma, 6gretim ve hizmet) verilecektir. Her 6grenci en fazla bir 6diil alabilirse, kag

olasi se¢im vardir?

Odiiller ayirt edilebilir oldugundan, bir permiitasyon problemidir. Ornek

noktalarinin toplam sayis1

! 25! 25!
(nr—lr)! = (25-3)! =221 (25)(24)(23) = 13800.

25P3=

50 kisilik 6grenci kuliibiinden bir baskan ve bir sayman secilecektir. Buna gore

asagidaki sartlara gore kag farkli yonetim se¢cimi miimkiindiir?

a.) Herhangi bir kisitlama yoktur;
b.) A, ancak baskan oldugu durumda yonetimde gérev yapacak;
c.) B ve C birlikte gorev yapacak veya hi¢ hizmet vermeyecek;

d.) D ve E birlikte gérev yapmayacak.

a.) Herhangi bir kisitlama olmaksizin, yonetim segimlerinin toplam sayisi,

n 50!
(n-r)! T 48!

50P2= = (50)(49) = 2450.

b.) A sadece baskan oldugu zaman yonetimde gorev yapacagi igin burada iki durumumuz
var: (i) A'nin bagkan olarak segilmesi, bu da saymanin pozisyonu i¢in geri kalan 49 olasi
sonug verir ve (1)(49)=49. (ii) Yonetim, A'siz kalan 49 kisi arasindan segilir.
49P2=(49)(48) = 2352 secenek sayisina sahiptir. Bu nedenle, toplam segenek sayisi
49+2352 = 2401'dir.

c.) B ve C birlikte hizmet verdiginde se¢im sayis1 2'dir. Hem B hem de C se¢ilmediginde
se¢im sayisi 48P2 =(48)(47)=2256'dir. Dolayisiyla bu durumda toplam segenek sayisi
2+2256 = 2258'dir.



d.) D'nin memur olarak gorev yaptigi ancak E'nin gorev yapmadigi se¢im sayisi (2)(48) =
96'dir; burada 2, D'nin gorev alabilecegi pozisyon sayisidir ve 48 ise E harig¢ digerlerinin
gorevde kalan kisilerden se¢im sayisidir. E'nin yonetimde gorev yaptigi ancak D'nin
gorev yapmadig1 se¢im sayist da (2)(48) = 96'dir. Hem D hem de E secilmediginde
se¢im sayisi 48P2 =(48)(47)=2256'dir. Bu nedenle, toplam say1 secenck sayisi
(2)(96)+2256 = 2448'dir.

***Bu problemin baska bir kisa ¢éziimii daha vardir: D ve E birlikte ancak 2 sekilde

hizmet edebildiginden, cevap 2450 (kisit olmadan toplam se¢im) — 2 = 2448'dir.

TEOREM 2.3: Bir daire icinde diizenlenmis n nesnenin permiitasyon sayisi (n—1)!'dir.

Nesnelerin bir daire i¢inde diizenlenmesiyle olusan permiitasyonlara dairesel permiitasyonlar
denir. Saat yoniinde ilerlerken, iki diizenlemedeki karsilik gelen nesnelerin Oniinde veya
arkasinda farkli bir nesne olmadikga, iki dairesel permiitasyon farkli kabul edilmez. Ornegin, 4
kisi bri¢ oynuyorsa, hepsi bir konumu saat yoniinde hareket ettirirse yeni bir permiitasyonumuz
olmaz. Bir kisiyi sabit bir pozisyonda diisiiniip diger {igiinii 3!'te diizenleyerek yollar, bri¢ oyunu

icin 6 farkli diizenleme oldugunu goriiyoruz.

TEOREM 2.4: n permiitasyon icerisinden N1 tanesi birbirine benzeyen bir tiir, n2 tanesi
birbirine benzeyen ikinci bir tiir, Nk tanesi birbirine benzeyen k. baska bir tiir olmak

iizere, permiitasyonlarinin toplam sayisi

n!

Kolej futbolu antrenman seansinda, savunma koordinatdriiniin arka arkaya 10
oyuncuya sahip olmasi gerekir. Bu 10 oyuncu igerisinde 1 tane 1. sinif, 2 tane 2. sinif, 4 tane
geng sinif ve 3 tane son smif 6grencisi bulunmaktadir. Sadece sinif seviyeleri ayirt edilecekse,

arka arkaya kag farkli sekilde siralanabilirler?

Dogrudan Teorem 2.4'li kullanarak, toplam diizenleme sayist

n! 10!

10



TEOREM 2.5: Bir n nesne kiimesini, birinci hiicrede n; 6ge, ikinci hiicrede n, 6ge vb.

olacak sekilde r hiicreye bolme yollarinin sayisi,
( n ) _ n!
ny,ny, ..n, (n)!'(n)!...(n,.)!

Buradan; +ny +--+n,.=n

(Cogu zaman, bir n nesne kiimesini hiicre ad1 verilen r alt kiimeye bélmenin yollarinin sayisiyla
ilgileniriz. r alt kiimelerinin olas1 her ¢iftinin kesisimi bos kiime ¢ ise ve tiim alt kiimelerin

birlesimi orijinal kiimeyi veriyorsa, bir bolme elde edilmistir. Bir hiicre i¢indeki elemanlarin

stirasinin hicbir 6nemi yoktur. Ornegin {a, e, i, 0, u} kiimesini ele alalim. Birinci hiicrenin 4

0geyi ve ikinci hiicrenin 1 6geyi igerdigi olas1 boliimler

{(a, e, i,0), (W} {(a i,0,u), ()} {(ei,0,u), (@} {(a e o,u), ()} {(a ce,i,u),(0)} olmaktadir.

4 0geden olusan bir kiimeyi, ilk hiicrede 4 6ge ve ikincide 1 6ge igeren iki alt kiimeye veya
hiicrelere bolmenin 5 yolu oldugunu goriiyoruz. Teorem 2.5’ kullanarak bu sonucu benzer

sekilde elde ederiz:

(4?1) :ﬁ: >

Bir konferansta 7 lisansiistii 6grenci 1 tane ii¢ kisilik ve 2 tane ¢ift kisilik otel

odasina kag farkl sekilde yerlestirilebilir?

Olas1 boliimlerin toplam sayis1

7\ 7! 210
(3, 2,2) HOTONOE

TEOREM 2.6: n farkh nesneden r tanesini secen kombinasyonlarin sayisi,

n n!
(r) ~ (n—r)!

Pek ¢ok problemde, sira gozetmeksizin n nesneden r nesneyi se¢cme yollarinin sayisiyla

ilgileniyoruz. (Yani, n tane farkli nesneden r tanesinin kag farkli bigimde segilme durumu ile
ilgilenilmektedir.) Bu segimlere kombinasyon denir. Kombinasyon aslinda iki hiicreli bir
boliimdiir, bir hiicre secilen r nesneyi igerir ve diger hiicre kalan (n-r) nesneleri igerir. Kisaca,

se¢im igleminin kag farkli bigimde yapilacagini belirlemede kombinasyon kullanilir.

11



Kiigtik bir ¢ocuk, annesinden 10 macera oyunu ve 5 spor oyunundan olusan
koleksiyonundan 5 tanesini vermesini istemektedir. Annesi kag¢ degisik sekilde 3 macera ve 2

spor oyunu verebilir?

10 macera oyunundan 3 macera oyunu se¢menin yol sayist

n n! 10 10!
(r) =r!(n—r)!=<3)=3!(10—3)!=120

5 spor oyunundan 2 spor oyunu segmenin yol sayisi

n n! 5 5!
(r) “rm—nr)! <2>=2!(5—2)!=10

n1 =120 ve n2 = 10 ile garpma kuralini (Kural 2.1) kullanarak, (120)(10) = 1200 degisik sekilde

yolumuz olur.
STATISTICS kelimesindeki harflerden kag farkli harf diizenlemesi yapilabilir?

Teorem 2.6 tartismasindaki argimanin aynisin1 kullanarak, bu 6rnekte Teorem

2.5'1 su sekilde uygulayabiliriz:

10 3 10! s
(3,3,2, 1, 1) - (3)!(3)!(2)! (D! ()! = 50400

Burada toplam 10 harf var, her biri 3 kez goriinen 2 harf (S, T), 2 kez goriinen I harfi ve 1 kez

goriinen A ve C harfleri. Ote yandan, bu sonug dogrudan Teorem 2.4 kullanilarak elde edilebilir.
2.4 BIR OLAYIN OLASILIGI

Olasilik teorisinin bu gelisiminin bir sonucu olarak, istatistiksel ¢ikarim, tiim tahminleri
ve genellemeleriyle birlikte, sans oyunlarinin ¢ok 6tesine gegerek, politika, is diinyasi, hava
tahmini ve bilimsel aragtirma gibi sans olaylari ile ilgili diger bircok alan1 kapsayacak sekilde
genisledi. Bu tahminlerin ve genellemelerin makul Sl¢iide dogru olmasi i¢in, temel olasilik

teorisinin anlagilmasi esastir.

"Ahmet muhtemelen tenis magini kazanacak" ifadesini sdyledigimizde ya da "Bir zar
atildiginda cift say1 gelme olasiligim yiizde elli" veya " Universitenin bu aksamki futbol magini
kazanmasi pek olast degil” ya da “Mezun olan sinifimizin ¢ogu muhtemelen 3 yil ig¢inde

evlenecek” dedigimizde ne demek istiyoruz? Her durumda, kesin olmadigimiz bir sonucu ifade
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ediyoruz, ancak geg¢mis bilgiler veya deneyin yapisini anlamamiz nedeniyle, ifadenin

gecerliligine bir dereceye kadar giiveniyoruz.

Bu boliimiin geri kalaninda, yalnizca 6rnek uzayimin sonlu sayida eleman igerdigi
deneyleri ele alacagiz. Boyle bir istatistiksel deneyden kaynaklanan bir olayin meydana gelme
olasiligi, 0 ile 1 arasinda degisen agirliklar veya olasiliklar adi verilen bir dizi gergek say1

aracihgiyla degerlendirilir. Ornek uzaydaki her noktaya, éyle bir olasilik atariz ki_tiim

olasiliklarin_toplami__1'dir. Deney yapildiginda belirli bir 6rnekleme noktasinin olma

olasiliginin yiiksek olduguna inanmak i¢in nedenimiz varsa, atanan olasilik 1'e yakin olmalidir.
Ote yandan, gergeklesmesi muhtemel olmayan bir numune noktasma 0'a yakin bir olasilik
atanir. Madeni para veya zar atmak gibi bir¢ok deneyde, tiim numune noktalarinin olugsma sansi
aymdir ve esit olasiliklar atanir. Ornek uzaym disindaki noktalar icin yani gergeklesmesi

miimkiin olmayan basit olaylar i¢in 0 olasilik atariz.

Bir A olaymin olasihgi, A'daki tiim numune noktalarimin agirhklarmin
toplamidir. Bu yiizden
0<PA)<1,P(p)=0,ve P(S)=1.
Ayrica, eger A1, A2, As, ... birbirini dislayan olaylar dizisi ise, 0 zaman
P(ALUA2U A3U - - )=P(A1) +P(A2) + P(A3) + - - -.

Bir A olaymin olasiligini bulmak i¢in A'daki 6rnek noktalara atanan tiim olasiliklar1 toplariz.

Bu toplam A'nin olasilig1 olarak adlandirilir ve P(A) ile gosterilir.
Bir madeni para iki kez atiliyor. En az 1 yazi gelme olasilig1 nedir?
Bu deney i¢in 6rnek uzay

S={YY, YT, TY, TT}.

Madeni para dengeliyse (hilesiz ise), bu sonuglarin her birinin ger¢eklesmesi esit derecede
olasidir. Bu nedenle, her numune noktasina bir o olasilig1 atariz. O zaman 4® = 1 veya o = 1/4.

A, meydana gelen en az 1 yazi olayini temsil ediyorsa, o zaman

A={YYYTTY}veP(A) ==+ +1=>.
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Bir zar, cift bir saymin tek bir sayinin ortaya ¢ikma olasiliginin iki kati olacak
sekilde ayarlanmistir (hileli zar). E, zarin bir kerelik atisinda 4'ten kiigiik bir sayinin gelmesi

olay1 ise, P(E)'yi bulunuz.

Omek uzay S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} seklindedir. Her tek say1ya w olasilig1 ve her ¢ift
saytya 2w olasiligi olarak belirtirsek. Ciinkii hileli olarak ayarlanmis bir zar vardir. Olasiliklarin
toplami 1 olmasi gerektiginden, 9w = 1 veya w = 1/9 elde ederiz. Bu nedenle, sirasiyla her bir

tek ve ¢ift sayinin gelme olasiliklar1 1/9 ve 2/9 olarak elde edilir. Oyleyse,

E={1,23}vePE) =z +-+: ==

Omek 2.20'deki sartlara gore ¢ift say1 gelme olay1 A, 3'e boliinebilen say1 gelme
olay1 B olsun. P(A U B) ve P(A N B)'yi bulunuz.

A=1{2,4,6} ve B= {3, 6} olaylariicin AUB ={2,3,4,6} ve AN B= {6}
olarak belirlenir.
Her tek sayiya 1/9 ve her ¢ift say1 2/9 olasiligina sahip oldugu Ornek 1.20°de belirlenmisti.
Dolayisiyla,

AUB={234,6} VeP(AUB)=-+ +2+-="

ANB= {6} ve P(A N B) =,

Kural 2.3: Bir deney N farkh esit derecede olas1i sonuctan herhangi biriyle

sonuclanabiliyorsa ve bu sonuclarin tam olarak n'si A olayina karsihk geliyorsa, o

zaman A olaymin olasihgi P(A) = %‘dir.

Miihendisler i¢in bir istatistik sinifi 25 endiistri, 10 makine, 10 elektrik ve 8 ingaat
miithendisligi 6grencisinden olugmaktadir. Dersin sorumlusu tarafindan bir soruyu yanitlamasi
icin rastgele bir kisi secilirse, se¢ilen 6grencinin (a) endiistri mithendisligi boliimii ve (b) insaat

miihendisligi veya elektrik miihendisligi boliimii olma olasiligin1 bulunuz.

Endiistri, makine, elektrik ve ingaat miithendisligi boliimlerinde okuyan 6grencileri
sirastyla I, M, E ve C ile gosterelim. Siniftaki toplam 6grenci sayist 53 olup, hepsinin secilme

olasilig1 esittir.
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(a) 53 ogrenciden 25'1 endiistri miithendisligi alaninda egitim aldigindan, segilen 6grencinin

rastgele bir endiistri miithendisligi boliimiinde olmasi I'nin olasiligt,
_25
P(I) =
(b) 53 6grenciden toplam 18'i ingaat veya elektrik miihendisligi mezunu oldugundan,
18
P(CUE) ==

Toplam 52 tane oyuncak arabasi bulunan ¢ocugun 4 tane A marka oyuncak arabasi
ve 4 tane B marka oyuncak arabasi vardir. Annesi ¢ocuguna rastgele olarak 5 oyuncak araba
dagitirsa bu 5 tane oyuncak arabasindan 2 tane A marka oyuncak arabasi ve 3 tane B marka

oyuncak arabasi olma olasiliginit bulunuz.

4 tane A marka oyuncak arabadan 2 tane A marka oyuncak arabanin dagitilma

seklinin sayis1

n n! 4 4!
(r) Trn-1r)! (2) =2i@-2°

4 tane B marka oyuncak arabadan 3 tane B marka oyuncak arabanin dagitilma seklinin sayisi

ise

n n! 4 4!
(r) Trm—nr)! (3) “3r@—3 *

Carpma kuralina gore (Kural 2.1), cocugun elinde n = (6)(4) = 24 tane 2 A marka ve 3 B marka

oyuncak olmasinin yolu vardir.

Hepsi esit olasiliga sahip 5 tane oyuncak arabanin dagitilmasinin toplam sayisi ise

(n) _ n! _ (52) _ 52! — 2508960
r/ rin—-r)! \5/) 51(52-5) '

Bu nedenle, 5 tane oyuncak arabanin dagitildig1 bir durumda 2 tanesi A ve 3 tanesi B marka

oyuncagin gelme olasilig1

P(C) =——— = 0.9+ 1075,
2598960
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2.5 TOPLAMA ONERMELERI

Cogu zaman, baz1 olaylarin olasiligin1 diger olaylarin bilinen olasiliklarindan
hesaplamak en kolay yoldur. S6z konusu olay, diger iki olayin birlesimi veya bazi olaylarin
tamamlayicis1 olarak temsil edilebiliyorsa, bu tanim dogru olabilir. Olasiliklarin

hesaplanmasini siklikla basitlestiren birkag dnemli yasa bunu takip eder.

TEOREM 2.7: A ve B iki olay ise, 0 zaman P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

ISPAT: Sekil 2.6'daki Venn diyagramini ele alalim. P(AUB), AUB'deki 6rnek noktalarin
olasiliklarinin toplamidir. Simdi P(A) + P(B), A'daki tiim olasiliklar ile B'deki tiim olasiliklarin
toplamidir. Bu nedenle (ANB) i¢indeki olasiliklar1 iki kez ekledik. Bu olasiliklarin toplami1
P(ANB) oldugundan, AUB'deki olasiliklarin toplamini elde etmek i¢in bu olasilig1 bir kez

cikarmaliyiz.

Sekil 2.6: Toplama onermesi

Sonuc 2.1: A ve B olaylari ayrik ise (birbirini dishyorsa), P(A U B) = P(A) + P(B) olur.

Sonug 2.1, Teorem 2.7'nin hemen bir sonucudur, ¢iinkii eger A ve B karsilikl1 olarak birbirini
dishiyorsa, ANB = 0 ve sonra P(ANB) = P(¢) = 0. Genel olarak, Sonug 2.2’yi yazabiliriz.

Sonu¢ 2.2: A1, A2, . . ., An olaylar ayrik olaylar ise, o zaman P(A1UA2U - - - UAn) =
P(A1) + P(A2) + - - - + P(An).
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A1, A2, ..., Anolaylari ayrik ve A1UA2U - - - UAR=Sise, { A1, A2, .. ., An } olaylarinin tiimiine

S 6rneklem uzayimin béliintiilenmesi denir.

Sonu¢ 2.3: A1, A2, . .., Anolaylar S 6rneklem uzayinin bir béliintiilenmesi ise, 0 zaman

P(A1UA2U - - - UAn) = P(A1) + P(A2) + - - - + P(An)=P(S)=1.

Teorem 2.7’yi genisletirsek;

TEOREM 2.8: A, B, ve C ii¢ olay1 icin;
P(AUBUC) = P(A) + P(B)+P(C) - P(ANB)- P(ANC)- P(BNC)+ P(ANBNC).

Mehmet, donem sonunda bir tniversitenin elektrik elektronik miihendisligi
boliimiinden mezun olacak bir 6grencidir. Begendigi iki sirketle goriistiikten sonra A
sirketinden teklif alma olasiliginin 0.8, B sirketinden teklif alma olasiliginin ise 0.6 oldugunu
degerlendirmektedir. Her iki sirketten de teklif alma olasiliginin 0.5 olduguna inaniyorsa, bu

iki sirketten en az birisinden teklif alma olasiligi nedir?
Toplam 6nermesini kullanarak,
P(AUB)=P(A) + P(B) —P(ANB)=0.8 + 0.6 —0.5=0.9.
Bir ¢ift zar atildiginda toplaminin 7 veya 11 gelme olasilig1 nedir?

7'nin meydana geldigi olay A ve 11'in geldigi olay B olsun. Simdi, toplam 36 tane
ornekleme noktadan 6 tanesinde {{1,6},{2,5},{3,4},{4,3},{5,2},{6,1}} zarlarin toplam1 7 olur
ve sadece tanesinde {{5,6},{6,5}}zarlarin toplami 11 olur. Tiim 6rnekleme noktalari esit
derecede olas1 oldugundan, P(A) =6/36=1/6 ve P(B) = 2/36=1/18'e sahibiz. A ve B olaylari
birbirini dislar (yani A ve B olaylar1 ayriktir), ¢iinkii toplam 7 ve 11 ayni atista gergeklesemez.
Oyleyse,

= “1,1_2
P(AUB) =P(A) + P(B)—6 Tty
Bu sonug¢ Kural 1.3 ile de hesaplanabilirdi. $oyle ki toplam drnekleme noktas1 36, istenilen
durum ise toplamda yani zarlarin toplaminin 7 ve 11 gelmesinin durumlar1 8 6rnekleme
noktasinda elde edilmektedir. Bu durumda

8

P(AUB) = ==
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Yeni bir otomobil satin alan bir kisinin yesil, beyaz, kirmizi ve mavi rengi segme
olasilig1 sirasiyla 0.09, 0.15, 0.21 ve 0.23 ise, bu renklerdeki otomobillerden herhangi birini

satin alma olasilig1 nedir?

Bir alicinin sirastyla yesil, beyaz, kirmizi veya mavi bir otomobili sectigi olaylar

G, W, R ve B olsun. Bu dort olay birbirini diglamaktadir (yani ayrik olaylardir), dolayistyla
P(GUWURUB) = P(G) + P(W) + P(R) + P(B) = 0.09 + 0.15 + 0.21 + 0.23 = 0.68.

Genellikle bir olayin olma olasiligin1 hesaplamak, o olayin olmama olasiligini
hesaplamaktan daha zordur. A olay1 i¢in durum bdyleyse, basitge 6nce P(A")'y1 buluruz ve sonra

Teorem 2.7'yi kullanarak ¢ikarma yoluyla P(A)'y1 buluruz.

TEOREM 2.9: A ve A’ birbirini tamamlayan olaylar ise, 0 zaman
P(A) + P(A") = 1.

Bir otomobil tamircisinin herhangi bir is giintinde 3, 4, 5, 6, 7, 8 veya daha fazla
araca bakim yapma olasiliklar1 sirasiyla 0.12, 0.19, 0.28, 0.24, 0.10 ve 0.07°dir. Bu durumda

ertesi glin ig yerinde en az 5 araba tamir etme olasilig1 nedir?

En az 5 araci tamir etme olay1 E olsun. Simdi, P(E) = 1 — P(E'), burada E', 5'ten

az araca hizmet verilmesi olayidir. Boylece,
P(E) =0.12+0.19=0.31,
Teorem 2.9'dan P(E) =1 - 0.31 = 0.69 sonucu ¢ikar.

Belirli bir bilgisayar kablosunun uzunlugu i¢in tireticinin belirtimlerinin 2000 +
10 milimetre oldugunu varsayalim. Bu sektdrde, kiiciik kablonun biiyiik kablo kadar arizali
(6zellikleri karsilamayan) oldugu bilinmektedir. Yani, uzunlugu 2010 milimetreyi asan bir
kabloyu rastgele iiretme olasiligl, uzunlugu 1990 milimetreden kiigiik bir kablo iiretme
olasiligina esittir. Uretim prosediiriiniin spesifikasyonlar1 karsilama olasiligi 0,99 olarak

bilinmektedir.

(a) Rastgele segilen bir kablonun ¢ok biiyiik olma olasilig1 nedir?

(b) Rastgele segilen bir kablonun 1990 milimetreden biiyiik olma olasiligi nedir?

M, bir kablonun spesifikasyonlar1 karsilamast olay1 olsun. Sirasiyla S ve L,

kablonun ¢ok kii¢iik ve ¢ok biiyiik oldugu olaylar olsun. Sonra
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(a) P(M) = 0.99 ve P(S) = P(L) = (1 — 0.99)/2 = 0.005.

(b) Rastgele segilmis bir kablonun uzunlugunu X ile gostererek,

P(X > 1990) + P(X <1990) = 1. Yani kablonun 1990 milimetreden kiigiik ve biiyiik olma

olasiliklarinin toplami olasiligin tanimi1 geregi 1’°dir. Teorem 2.9 kullanilarak,
P(X>1990)=1-P(S) =1-0,005 = 0,995.

PROBLEM 2.1: Bir deney, biri yesil biri kirmizi olan bir ¢ift zar atmay1 ve gelen sayilari

kaydetmeyi icermektedir.

a) Sayilarin toplami 8'den biiyiik olan A olayina karsilik gelen dgeleri listeleyiniz;

b) Her iki zardan birinde 2'nin geldigi B olayina karsilik gelen elemanlart listeleyin;

€) Yesil zarda 4'ten biiyiik bir sayinin geldigi C olayina karsilik gelen elemanlari listeleyin;
d) ANC olayina karsilik gelen elemanlari listeleyin;

e) ANB olayina karsilik gelen elemanlari listeleyin;

f) BNC olayina karsilik gelen elemanlart listeleyin;

g) A, B ve C olaylarinin kesisimlerini ve birlesimlerini géstermek i¢in bir Venn diyagrami

olusturunuz.
PROBLEM 2.2:

(a) 6 kisi bir otobiise binmek i¢in kag farkli sekilde dizilebilir?
(b) 6 kisiden 3'ii birbirini takip etmekte 1srar ederse, kag farkli sekilde dizilebilir?
(c) 6 kisiden 2'si birbirini takip etmeyi reddederse, kag farkli sekilde dizilebilir?

PROBLEM 2.3: Bolgesel heceleme yarismasinda 8 finalist 3 erkek ve 5 kizdan olugmaktadir.

Yarismanin sonunda S 6rnek uzayindaki 6rneklem noktalarinin sayisini
a.) 8 finalistin tiimii igin
b.) Ilk 3 pozisyon i¢in bulunuz.

PROBLEM 2.4: 100 6grencilik bir lise mezuniyet sinifinda 54 6grenci matematik, 69 d6grenci

tarth ve 35 6grenci hem matematik hem de tarih okudu. Bu 6grencilerden biri rasgele segilirse,
(a) 6grencinin matematik veya tarih dersi alma olasiligini bulunuz.
(b) 6grencinin bu derslerden higbirini almamig olma olasiligini bulunuz.

(c) 6grencinin tarih aldig1 ama matematik almadig olasiligini bulunuz.
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OLASILIK VE ISTATISTIK

3. HAFTA
OLASILIK (DEVAM)

2.6 KOSULLU OLASILIK, BAGIMSIZLIK VE CARPIM KURALI

Olasilik teorisinde ¢ok Onemli bir kavram kosullu olasiliktir. Bazi uygulamalarda,
uygulayici belirli kisitlamalar altinda olasilik yapisiyla ilgilenir. Ornegin, epidemiyolojide,
genel popiilasyondan bir kisinin diyabet olma olasiligini incelemek yerine, 35 ila 50 yas
araligindaki Asyal kadinlar veya 40 ila 60 yas araliginda Ispanyol erkekler gibi farkl bir grup

icin bu olasilig1 bilmek daha ilgi ¢ekici olabilir. Bu tiir olasiliga kosullu olasilik denir.
A. Kosullu Olasihk

Bir A olaymin meydana geldigi bilindiginde bir B olayinin olma olasiligina kosullu
olasilik denir ve P(BJA) ile gosterilir. P(BJA) sembolii genellikle "A'nin olmasi durumunda

B'nin olma olasilig1" veya basitce "A verildiginde B'nin olasilig1" olarak okunur.

Bir zar atildiginda tam kare elde etme B olaymi ele alalim. Zar, ¢ift sayilarin tek
say1larin ortaya ¢ikma olasiliginin iki kat1 olacak sekilde yapilandirilmistir. Sirasiyla tek ve ¢ift
sayilara atanan 1/9 ve 2/9 olasiliklartyla S = {1, 2, 3,4, 5, 6} 6rnek uzayina dayal olarak, B'nin
olusma olasiligr 1/3’tlir. Simdi, zarin atilmasinin 3'ten biiyiik bir sayiyla sonuclandiginin
bilindigini varsayalim. Simdi, S'nin bir altkiimesi olan A = {4, 5, 6} 6rnek uzayiyla ugrastyoruz.
Olasilig1 bulmak icin B'nin A uzayma gore meydana gelmesi igin, 6nce A'nin elemanlarina,
toplamlar1 1 olacak sekilde orijinal olasiliklartyla orantili yeni olasiliklar atamaliy1z. A'daki tek
sayltya w olasilig1 ve B'ye 2w olasilig1 atamak iki ¢ift sayi, elimizde Sw = 1 veya w = 1/5 var.
A uzayina gore, B'nin tek eleman 4'il i¢erdigini buluruz. Bu olay1 B|A sembolii ile gdstererek,

B|A = {4} yazariz ve dolayisiyla P(B|A) =2/5 olur.

Bu ornek, olaylarin farkli 6rnek uzaylara gore diisiiniildiiglinde farkli olasiliklara sahip
olabilecegini gostermektedir.

_%_ P(ANB)/

=z = yazabiliriz, burada P(ANB) ve P(A) orijinal
/9 P(A)

Ayrica P(B|A)=§

orneklem uzay1 S’den bulunmaktadir. Baska bir deyisle, S'nin bir alt uzay1 A'ya gore kosullu
bir olasilik, dogrudan orijinal O6rneklem uzayr S'nin elemanlarina atanan olasiliklardan

hesaplanabilir.



A verildiginde, P(B|A) ile gosterilen B'nin kosullu olasihigi, P(A) > 0 olmasi

_P(ANB)

kosuluyla P(B|A) P

ile tanimlanir.

Ek bir 6rnek olarak, 6rnek uzayimmizin S kiiciik bir kasabada iiniversite derecesi igin
gereklilikleri tamamlamis yetiskin niifusu oldugunu varsayalim. Bunlar1 cinsiyete ve ¢aligsma

durumuna gore siniflandiracagiz. Veriler Tablo 2.1'de verilmistir.

Tablo 2.1: Kii¢iik Bir Kasabadaki Yetigkinlerin Siiflandirilmasi

Calisan Issiz Toplam
Erkek 460 40 500
Kadin 140 260 400
Toplam 600 300 900

Bu kisilerden biri, kasabada yeni endiistriler kurmanin avantajlarini tanitmak igin tilke

capinda bir tur i¢in rastgele se¢ilecek. Asagidaki olaylarla ilgilenecegiz:
M: Rastgele secilen birinin erkek olma olayr secilir,
E: Rastgele seg¢ilen birinin ¢alisan olma olay1.

Indirgenmis 6rnek uzay E'yi kullanarak, P(M|E) =460/600=23/30 oldugunu buluruz. Yani

secilen birinin ¢alisan oldugu biliniyorsa erkek olma olasiligini bulmus oluruz.

n(A) herhangi bir A kiimesindeki eleman sayisini gdstersin. Bu gosterimi kullanarak,
her yetiskinin se¢ilme sansi esit oldugundan,
n(EnM) n(EnM)/n(S) P(EnM)

PIMIE) == = "w®)mE) P

yazabiliriz, burada
P(ENM) ve P(E) orijinal 6rnek uzay S’den bulunmaktadir.

Bu sonucu dogrulamak igin:

P(E) =og, = ve P(EN M) =

_ 23/45 _ E
900

460 23 . _
500~ 15" Boylece P(M|E) =27, = 30

900



Diizenli tarifeli bir ugusun zamaninda kalkma olasiligi P(D) = 0.83'tiir; zamaninda
varma olasiligi P(A) = 0.82'dir; ve zamaninda kalkip zamaninda varma olasiligi
P(DNA)=0.78'dir. Bir ucagin

(a) zamaninda kalktrysa zamaninda varma olasiligini bulunuz
(b) zamaninda vardiysa zamaninda kalkmasi olasiligini bulunuz.
(a) Zamaninda kalktig1 diistiniiliirse, bir ugagin zamaninda varma olasilig1
P(AD)=P(D N A)/P(D)=0.78/0.83= 0.94'tiir.
(b) Bir ugagin zamaninda vardigina gore, zamaninda kalkma olasilig1
P(D|A) = P(DNA)/P(A)=0.78/0.82= 0,95'tir.

Kosullu olasilik kavrami, ek bilgiler 1s18inda, yani bagka bir olayin meydana geldigi
bilindiginde, bir olayin olasilig1 fikrini yeniden degerlendirme yetenegi saglar. P(A|B) olasiligi,
B olayinin meydana geldigi bilgisine dayali olarak P(A)'nin giincellenmesidir. Ornek 2.28'de,
ucagin zamaninda varma olasili§in1 bilmek 6nemlidir. U¢agin zamaninda kalkmadig bilgisi
veriliyor. Bu ek bilgiyle donanmis olarak, daha uygun olasilik P(A[D'), yani zamaninda
ayrilmadig1 goz oniine alindiginda, zamaninda varma olasilig1 hesaplanabilir. Cogu durumda,
daha 6nemli olan kosullu olasiligin gozlemlenmesinden elde edilen sonuglar tabloyu tamamen
degistirir. Bu 6rnekte, P(A|D') hesaplamasi su sekildedir:

P(AND/) _ P(A)-P(AND) _ 0.82-0.78
P(D/’)  1-P(D) 017

P(A|D") = =0.24

Sonug olarak, ek bilgilerin varliginda zamaninda varma olasilig1 ciddi sekilde azalir.

e (ANDWUAND)=An(DUD’)=A
e P(ANnD)+P(ANnD')=P(A)




Kosullu olasilik kavraminin hem endiistriyel hem de biyomedikal uygulamalarda
say1siz kullanimi vardir. Belirli bir kumas tiiriiniin seritlerinin tiretildigi tekstil endiistrisindeki
endiistriyel bir siireci diislinlin. Bu seritler, uzunluk ve doku yapist olmak tiizere iki sekilde
kusurlu olabilir. Tkincisi durumunda, tanimlama siireci ¢ok karmasiktir. Siiregle ilgili tarihsel
bilgilerden, seritlerin %10'unun uzunluk testinde, %5'inin doku testinde basarisiz oldugu ve
yalnizca %0.8'inin her iki testte de basarisiz oldugu bilinmektedir. Siirecten rastgele bir serit
secilirse ve hizli bir 6l¢iim bunun uzunluk testinde basarisiz oldugunu belirlerse, bunun doku

kusurlu olma olasilig1 nedir?
Olaylar1 g6z 6niinde bulundurun
L: uzunluk kusurlu, T: doku kusurlu.

Seridin uzunlugunda kusurlu oldugu goz oniine alindiginda, bu seridin doku kusurlu olma

olasilig1 su sekilde verilir

P(TNL) _ 0.008

P(L) 01 =0.08

P(TIL) =

Bu nedenle, kosullu olasilig1 bilmek, yalnizca P(T)'yi bilmekten ¢ok daha fazla bilgi saglar.
B. Bagimsiz Olaylar

Simdi, siradan bir desteden arka arkaya 2 kartin degistirilerek ¢ekildigi bir deneyi

diisiiniin. Olaylar su sekilde tanimlanir:
A: ilk kart bir as,
B: ikinci kart bir magadir.

Birinci kart degistirildigi i¢in hem birinci hem de ikinci ¢ekilis i¢in 6rnek alanimiz 4 as ve 13

maga iceren 52 karttan olusuyor. Dolayisiyla, P(B|A) =13/52=1/4 ve P(B) =13/52=1/4.
Yani, P(B|A) = P(B) oldugunda, A ve B olaylariin bagimsiz oldugu soylenir.

Kosullu olasilik, ek materyaller 15181nda bir olayin olasiliginin degistirilmesine izin verse de,
ayn1 zamanda ¢ok 6nemli olan bagimsizlik kavramini veya mevcut baglamda bagimsiz olaylari
daha iyi anlamanmizi saglar. Ornek 2.28'deki havaalan1 sorusunda, P(A|D) P(A)'dan farklidir.
Bu, D'nin ortaya ¢ikmasinin A'y1 etkiledigini gosterir ve bu ¢izimde kesinlikle bu beklenir.

Ancak, A ve B olaylarinin ve P(A|B) = P(A) oldugu durumu ele alalim.



Baska bir deyisle, Bnin meydana gelmesinin A'min olma ihtimali {izerinde higbir etkisi
olmamigtir. Burada A'nin meydana gelmesi B'nin meydana gelmesinden bagimsizdir.
Bagimsizlik kavraminin 6nemi ne kadar vurgulansa azdir. Bu dersin hemen hemen tim

konularinda ve uygulamali istatistigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.

Kosullu olasiliklarin var oldugu varsayilarak, A ve B iki olay1 ancak ve
ancak P(B|A) = P(B) veya P(A|B) = P(A) ise bagimsizdir. Aksi takdirde, A ve B

bagimhdir.

P(B|A) = P(B) kosulu, P(A|B) = P(A) anlamina gelir ve bunun tersi de gegerlidir. P(B|A) =P(B)
= 1/4 oldugunu gosterdigimiz kart destesi deneylerinde, P(A|B) = P(A) = 1/13 oldugunu da

gorebiliriz.
C. Carpma Onermeleri/Carpim Kurah

Tanim 2.10'daki formiilii P(A) ile ¢arparak, iki olaym birden olma olasiligini

hesaplamamizi saglayan asagidaki 6nemli ¢arpma kuralini (veya carpim kuralini) elde ederiz.

TEOREM 2.10: Bir deneyde A ve B olaylarinin her ikisi de gerceklesebilirse, 0 zaman
P(A) > 0 olmasi kosuluyla P(A N B) = P(A)*P(B|A).

Boylece, hem A'nin hem de B'nin olma olasiligi, A'nin olma olasiligr ile A'nin olmasi
durumunda B'nin olma kosullu olasiliginin ¢arpimina esittir. ANB ve BNA olaylar1 esdeger
oldugundan, Teorem 2.10'dan P(ANB) = P(BNA) = P(B)*P(A|B) yazabilecegimiz sonucu
cikar.

Yani hangi olayin A, hangi olayin B olarak adlandirildig1 6nemli degildir.

5'1 arizal 20 sigorta igeren bir sigorta kutumuz oldugunu varsayalim. Rastgele 2
sigorta segilir ve ilki degistirilmeden arka arkaya kutudan ¢ikarilirsa, her iki sigortanin da arizali

olma olasilig1 nedir?

Birinci sigortanin arizali olmast durumunda A, ikinci sigortanin arizali olmasi
durumunda ise B diyelim; sonra ANB'yi A'nin ve ardindan B'nin A'nin ger¢eklesmesinden
sonra meydana geldigi olay olarak yorumlariz. Once arizali bir sigortay1 ¢ikarma olasilig
1/4'tiir; o zaman kalan 4 tane arizali sigortadan ikinci bir arizali sigortay1 ¢ikarma olasiligi

4/19'dur. Dolayisiyla, P(ANB) =(1/4)*(4/19)=1/109.



Ornek 2.31: Birinci torbada 4 beyaz ve 3 siyah bilye vardir ve ikinci torbada 3 beyaz ve 5 siyah
bilye vardir. Birinci torbadan bir bilye ¢ekiliyor ve ikinci torbaya goériilmeyecek sekilde atiliyor.

Simdi ikinci torbadan ¢ekilen bir bilyenin siyah olma olasilig1 kagtir?

Cevap 2.31: Sirastyla By, B2 ve Wy, birinci torbadan siyah bir topun, ikinci torbadan siyah bir
topun ve birinci torbadan bir beyaz topun ¢ekilmesini temsil etsin. Birbirini diglayan B1N B2 ve

W:1NB> olaylarinin birlesimiyle ilgileniyoruz. Cesitli olasiliklar Sekil 2.7'de gosterilmektedir.

e P(B,NB,)=(37)(6/9)

B_—
. 6/
I.;'//Bag 2\{""
N
) B _— Co—
. B » 3/0 e P(B, "\ W,)=(3/7)(3/9)
/Bag 1\ — 7
\ 4W, 3B |

_ / R"“‘i‘i? — @ P(W, nB.,)=(4/7)(5/9
- WHH”“‘. Aag 2\6?9 @ P(W,NBy)=(47)(5/9)

\ 4w, 5B |
N T4

W
e P(W, N Ws) =(47)(4/9)

Sekil 2.7: Ornek 2.31 igin agag diyagramu.

P[(Bl M Bz) or (L’T-’Tl M Bz)} = P(BJ. M Bz) + P("{"Tl A Bz)
= P(B,)P(By|By) + P(W,)P(B,|W))

-()6)-()6) =&

Ornek 2.30'da, birinci sigorta degistirilirse ve ikincisi ¢ikarilmadan nce sigortalar
tamamen yeniden diizenlenirse, ikinci se¢imdeki sigortanin arizali olma olasilig1 hala 1/4'tiir;
yani, P(B|A) =P(B) ve A ve B olaylar1 bagimsizdir. Bu dogru oldugunda, asagidaki 6zel carpma
kuralini elde etmek i¢in Teorem 2.10'da P(B|A) yerine P(B) koyabiliriz.



TEOREM 2.11: Iki olay A ve B bagimsizdir ancak ve ancak P(ANB) = P(A)*P(B) ise.
Bu nedenle, iki bagimsiz olayin meydana gelme olasihigim elde etmek i¢in, sadece

bunlarin bireysel olasiliklarinin ¢arpimimi buluruz.

Kiiciik bir kasabada acil durumlar i¢in bir itfaiye aract ve bir ambulans bulunur.
Itfaiyenin ihtiya¢ duyuldugunda hazir olma olasihig1 0.98 ve ¢agrildiginda ambulansin hazir
olma olasilig1 0.92'dir. Yanan bir binadan kaynaklanan bir yaralanma durumunda, bagimsiz
olarak calistiklarin1 varsayarak hem ambulansin hem de itfaiyenin hazir bulunma olasiligini

bulunuz.

A ve B, itfaiye ve ambulansin mevcut oldugu ilgili olaylar: temsil etsin. O zaman

P(ANB) = P(A)*P(B) = (0.98)*(0.92) = 0.9016.

Bir elektrik sistemi, Sekil 2.8'de gosterildigi gibi dort bilesenden olusur. A ve B
bilesenleri ¢alisirsa ve C veya D bilesenlerinden biri ¢alisirsa sistem calisir. Her bir bilesenin
giivenilirligi (¢alisma olasiligl) da Sekil 2.8'de gosterilmistir. (a) Tim sistemin g¢alisma
olasiligin1 bulun, (b)tiim sistem ¢alisirken C bileseninin ¢alismama olasiligini bulun. Dort

bilesenin bagimsiz olarak ¢alistigin1 varsayalim.

0.8
C
0.9 0.9
A B
0.8
D

Sekil 2.8: Ornek 2.33 igin bir elektrik sistemi.

Sistemin bu konfigiirasyonunda, A, B ve alt sistem C ve D bir seri devre sistemi

olustururken, alt sistem C ve D'nin kendisi bir paralel devre sistemidir.

(a) Tum sistemin ¢alisma olasilig1 acikea su sekilde hesaplanabilir:

P[AnBnNn (CuD)]=P(A)P(B)P(CUD)=P(A)P(B)[1 - P(C'nD")]
— P(A)P(B)[1 — P(C")P(D")]
— (0.9)(0.9)[1 — (1 — 0.8)(1 — 0.8)] = 0.7776.



Yukaridaki esitlikler, dort bilesen arasindaki bagimsizlik nedeniyle gegerlidir.
(b) Bu durumda kosullu olasilig1 hesaplamak i¢in suna dikkat edilir:

__ P(sistem ¢alisirken C'nin ¢calismamast)

P(tim sistemin ¢alismast)

B P(ANnBNC'NnD) _(09)%(0.9) «(1—-0.8) = (0.8) _ 0.1667
~ P(tum sistemin calismast) (0.776) o '
Carpim kuraly, iki olaydan daha fazla duruma genisletilebilir.
TEOREM 2.12: Bir deneyde, A1,A2, . . ., Ak olaylar1 gerceklesebilirse, 0 zaman

P(A1NA2N---NAk) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |[A1NA2 )- - P(Ak|A1NA2N---NAk—1).
A1Az, . .., Ak olaylar1 bagimsizdir, o halde P(A1NA2N---NAk) = P(A1)P(A2) - - - P(Ak).

A={A1A2 ..., An}, , A'nn herhangi bir alt kiimesinde 4;,. . ., A;, ,k<n
icin ise karsilikh olarak bagimsizdir, bu durumda
P(Ailﬂ"'ﬂAik) = P(Ai1 ) o P(Alk)

2.7 BAYES ONERMELERI/KURALI

Bayes istatistigi, bilim ve miihendislikteki bir¢ok pratik durumda deneysel verilerin
analizinde uygulanan 6zel bir istatistiksel ¢ikarim bi¢giminde kullanilan bir araglar toplulugudur.
Bayes kurali, olasilik teorisindeki en 6nemli kurallardan biridir. Genel olarak Bayes Teorimi;

bir olasilik degerini, bildigimiz diger baz1 olasilik degerlerini kullanarak hesaplama fikridir.
A. Toplam Olasihk

Simdi, kii¢lik bir kasabanin yetigkinleri arasindan rastgele bir kisinin iilkeyi gezmek ve
kasabada yeni endiistriler kurmanin avantajlarini duyurmak tizere se¢ildigi kosullu olasilikta
bahsedilen resme geri donelim. Diyelim ki istihdam edilenlerden 36's1 ve issiz olanlardan 12'si
Tenis Kuliibii iiyesidir. A; rastgele segilen birisinin Tenis Kuliibii iiyesi olma olasiligini bulmak
istiyoruz. Bu durumda E; rastgele segilen birisinin ¢alisan olmasi olasilig1 olsun. Sekil 2.9'a

atifta bulunarak, A'y1 birbirini diglayan iki olay olan (ENA) ve (E'NA)’nin birlesimi olarak



yazabiliriz. Dolayisiyla, A = (ENA)U( E'NA) ve Teorem 2.7min Sonug¢ 2.1'in ve ardindan
Teorem 2.10'a gore

P(A)=P[(ENA)U(E'nA)]=P(EnA)+ P(E'nA)

= P(E)P(A|E) + P(E')P(A|E). yazabiliriz.

Sekil 2.9: A, E ve E' olaylar1 i¢in Venn diyagrama.

Bolim 2.6'daki kosullu olasilik kisminin baslangicindaki veriler, A kiimesi i¢in yukarida

verilen ek verilerle birlikte hesaplamamizi saglar.

600 2 36 3
» PAIE) =550 = 507

P(E)=g50=73

1 121
P(E')=5. PAE)=5= 5.

)

Boylece F'(A)=P(E)P(A[E) + P(E")P(A Ef):(é) (%) * (%) (%) = i

Omek uzaymn k altkiimeye boliindiigii durum igin yukaridaki gdsterimin

genellestirilmesi, bazen foplam olasilik teoremi veya eleme kurali (vok etme kurali) olarak

adlandirilan asagidaki teorem tarafindan kapsanir.

TEOREM 2.13:i1=1, 2, .., kigin P(Bi) = 0 olsun. B1, Bz, . . ., Bk S 6rneklem uzaymin
bir boliintiilenmesi ise

O zaman S’nin herhangi bir A olay1 i¢in A’nin olasihig;

k k
P()= ) P(BinA) = P(B)PAIB)
i=1 i=1




Ornek 2.34: Belirli bir montaj fabrikasinda, B1,B2 ve Bs olmak iizere ii¢ makine, iiriinlerin
strastyla %30, %45 ve %25'ini olusturmaktadir. Her bir makinenin {irettigi tirlinlerin sirasiyla
%2, %3 ve %2 oraninda kusurlu oldugu ge¢mis deneyimlerden bilinmektedir. Simdi, bitmis bir

iirliniin rastgele se¢ildigini varsayalim. Bu {iriiniin arizali olma olasilig1 nedir?
Cevap 2.34: Asagidaki olaylar1 géz o6niinde bulundurun:

A trin kusurlu,

B1: Uriin B1 makinesi tarafindan yapilir,

Ba: Uriin B2 makinesi tarafindan yapilir,

Bs: Uriin B3 makinesi tarafindan yapilmistir.

Yok etme kuralin1 uygulayarak yazabiliriz.

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + P(B3)P(A|B3).

Sekil 2.10'daki aga¢ diyagramina bakarak, ti¢ dalin olasiliklari verdigini goriiyoruz.

P(A|B4)=0.02A

A
P(A| B3)=0.02

Sekil 2.10: Ornek 2.7 i¢in Venn diyagramu.
P(B1)P(A|B1) = (0.3)(0.02) = 0.006,
P(B2)P(A|B2) = (0.45)(0.03) = 0.0135,
P(B3)P(A|B3) = (0.25)(0.02) = 0.005,
P(A) =0.006 + 0.0135 + 0.005 = 0.0245.
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B. Bayes’ Kural/Baye’s Onermesi

Ornek 2.34'te eleme kuralina gore P(A)'y1 istemek yerine, simdi kosullu olasilig1 P(Bi|A)
bulma problemini ele aldigimizi1 varsayalim. Diger bir deyisle, bir {iriiniin rastgele se¢ildigini
ve kusurlu oldugunu varsayalim. Bu triiniin Bi makinesi tarafindan yapilmis olma olasilig1

nedir? Bu tiir sorular, Bayes kurali ad1 verilen asagidaki teorem kullanilarak yanitlanabilir:

TEOREM 2.14: Bayes Kurah: i =1, 2, .., Kicin P(Bi) = 0 olsun. By, Bz, . . ., Bk olaylar1
S orneklem uzaymn bir béliintiilenmesi olsun. P(A) # 0 ve A; S érneklem uzayinin
herhangi bir olay1 ise r=1,2,...,K icin;

P(B,nA) _ P(B,)P(AIB,)

K, P(B;nA) Y&, P(B)(AIB)

P(B.|4) =

Bu teorem su sekilde daha sade halde yazilabilir:

P(B)P(A|B)

P(BIA) =——

Ornek 2.35: Ornek 2.34'e gbre, eger bir iiriin rasgele secilirse ve kusurlu bulunursa, bunun B3

makinesi tarafindan yapilmis olma olasilig1 nedir?

Cevap 2.35: Bayes kural1 ugulanirsa;

A) — P(B3)P(A|Bs)
P(Bs]4) = P(B,)P(A|B,) + P(By)P(A|By) + P(B;)P(A|B3)’
P(B;]A) = 0.005 0.005 10

~ 0.006 +0.0135 + 0.005 _ 0.0245 49
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Ornek 2.36: Bir imalat firmas1, belirli bir iiriiniin tasarim1 ve gelistirilmesi i¢in {i¢ analitik plan
kullanmaktadir. Maliyet nedenleriyle, iicli de degisen zamanlarda kullanilir. Aslinda, iiriinlerin
strastyla %30, %20 ve %50'sinde plan 1, 2 ve 3 kullanilmaktadir. Kusur orani, agagidaki gibi

ii¢ prosediir i¢in farklidir:
P(D|P1) = 0.01, P(D|P2) = 0.03, P(D|P3) = 0.02,

burada P(D|P;j ), verilen j planindaki kusurlu iiriin olasiligidir. Rastgele bir iiriin gézlemlenir ve

kusurlu bulunursa, biiyiik olasilikla hangi plan kullanilmis ve dolayisiyla sorumlu tutulmustur?
Cevap 2.36: Sorunun ifadesinden
P(P1) = 0.30, P(P2) = 0.20, ve P(P3) = 0.50,

j=1,2, 3 i¢cin P(P;j |D)'yi bulmaliyiz. Bayes kurali (Teorem 2.14) sunu gosterir:

- P(P,)P(D|P,)
PURID) = Ry P(DIP) + P(F:)P(D|Py) + P(P)P(D|Ps)
(0.30)(0.01) ~ 0.003

= 0.158.

(0.3)(0.01) + (0.20)(0.03) + (0.50)(0.02) ~ 0.019

(0.03)(0.20)

P(RID) = 5019

=0.316

(0.02)(0.50)

P(BID) = —319

= 0.526.

Plan 3 verilen bir kusurun kosullu olasilig1, iigiiniin en biiyiigiidiir; bu nedenle, rastgele bir iirlin

icin kusurlu olmasi, biiyiik olasilikla plan 3'in kullanilmasinin sonucudur.
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OLASILIK VE ISTATISTIK

4. HAFTA
RASTLANTI DEGISKENLERI VE OLASILIK DAGILIMLARI

3.1 RASTLANTI DEGISKENI KAVRAMI

Istatistik, popiilasyonlar ve popiilasyon ozellikleri hakkinda ¢ikarimlar yapmakla
ilgilidir. Deneyler sansa bagl sonuglarla yapilir. Bir dizi elektronik bilesenin test edilmesi,
cesitli sans gézlemlerinin tiretildigi herhangi bir siireci tanimlamak i¢in kullanilan bir terim olan
istatistiksel deneye bir Ornektir. Sonuca sayisal bir agiklama atamak genellikle dnemlidir.
Omegin, ii¢ elektronik bilesen test edildiginde olas1 her sonucun ayrintili bir tanimini veren
ornek uzay S ={NNN, NND, NDN, DNN, NDD, DND, DDN, DDD} seklinde yazilabilir, N,
kusurlu olmadigini ve D kusurlu oldugunu belirtmektedir. Kisi dogal olarak ortaya ¢ikan
kusurlarin sayistyla ilgilenir. Boylece, 6rneklem uzayindaki her noktaya 0, 1, 2 veya 3 gibi
sayisal bir deger atanacaktir. Bu degerler, elbette deneyin sonucuna gore belirlenen rastgele

niceliklerdir. Bunlar, {i¢ elektronik bilesen test edildiginde arizali 6gelerin sayisi olan rastlanti

degiskeni X tarafindan varsayilan degerler olarak goriilebilir. Yani;

S NNN NND NDN DNN NDD DND DDN DDD
Kusurlu olan 0 1 1 1 2 2 2 3

Rastlant1 degiskeni, gercek bir sayiy1 6rneklem uzaydaki her elemanla

iliskilendiren bir fonksiyondur.

Bir rastlant1 degiskenini belirtmek i¢in biiyiik bir harf, X diyelim ve bu durumda degerlerinden
biri i¢in buna karsilik gelen kiiciik X harfini kullanacagiz. Yukaridaki elektronik bilesen testi
orneginde, X rastlant1 degiskeninin S 6rnek uzaymin E = {DDN,DND,NDD} alt kiimesindeki
tim 6geler icin 2 degerini aldigini fark ettik. Yani, X'in her olast degeri, verilen deney i¢in

orneklem uzaym bir alt kiimesi olan bir olay1 temsil etmektedir.

I¢inde 4 kirmiz1 ve 3 siyah top bulunan bir torbadan geri konulmadan arka arkaya
iki top gekiliyor. Y'nin kirmizi toplarin sayist oldugu rastlanti degiskeni Y'nin olas1 sonuglari

ve y degerleri soyledir:



Sample Space vy
RR 2
RE 1
BR 1
BB 0

Bir depo memuru, daha 6nce kontrol etmis olan ii¢ celik fabrikasi ¢alisanina
rastgele ii¢ koruyucu kask verir. Sinan, Jale ve Bugra bu sirayla ii¢ sapkadan birini alirlarsa,
kasklar1 iade etmenin olasi siralart i¢in 6rnek noktalart listeleyiniz ve dogru eslesmelerin

sayisini temsil eden M rastlant1 degiskeninin m degerini bulunuz.

S, J ve B sirastyla Sinan'in, Jale’nin ve Bugra'nin kasklarimi temsil ediyorsa,

kasklarin iade edilebilecegi olasi diizenlemeler ve dogru eslesme sayisi:

Sample Space m
SJB
SBJ
BJS
JSB
JBS
BSJ

s R s B S N i

Onceki iki 6rnegin her birinde, 6rneklem uzay sonlu sayida 6ge igermektedir. Ote
yandan, 5 gelene kadar bir zar atildiginda, sonsuz bir eleman dizisine sahip bir 6rnek uzay elde
ederiz, S = {F,NF,NNF,NNNF, . . . }, burada F ve N sirasiyla 5'in gelip gelmedigini temsil

etmektedir. Ancak bu deneyde bile, elemanlarin sayisi tam sayilarin sayisina esitlenebilir.

Rastlant1 degiskenin dogas1 geregi kategorik oldugu durumlar vardir. Genellikle kukla
degiskenler olarak adlandirilan degiskenler kullamilir. Iyi bir 6rnek, asagidaki &rnekte

gosterildigi gibi, rastlant1 degiskenin dogada ikili oldugu durumdur:

Bilesenlerin iiretim hattindan geldigi ve kusurlu veya kusurlu olmadiklarinin sart

kosuldugu basit durumu goéz oniinde bulundurun. X rasgele degiskenini,

olarak tanimlayin.

_ { 1, bilesen arizaliysa
0, bilesen arizali degilse

Acik¢a 1 veya 0 atamasi olduk¢a uygun olsa da keyfidir. Bu daha sonraki
boliimlerde netlesecektir. iki olas1 degeri agiklamak igin 0 ve 1'in secildigi rastlant: degiskenine

Bernoulli rastlanti degiskeni denir.




Istatistikciler, pargalar1 veya ¢ok sayida malzemeyi kabul etmek veya reddetmek
icin ornekleme planlarini kullanir. Bu 6rnekleme planlarindan birinin, 12'si kusurlu olan 100

ogeli bir pargadan 10 6geyi bagimsiz olarak drneklemeyi igerdigini varsayalim.

X, 10uk 6rneklemde kusurlu bulunan madde sayis1 olarak tanimlanan rastlanti

degisken olsun. Bu durumda rastlant1 degiskeni O, 1, 2,.. ., 9, 10 degerlerini alir.

Bir numune alma planinin, bir kusur gézlemlenene kadar bir siiregten numune

alinmasini igerdigini varsayalim.

Siirecin degerlendirilmesi, ardisik kag 6genin gozlendigine baglh olacaktir. Bu
baglamda, X, bir kusur bulunmadan once gozlemlenen Ggelerin sayisiyla tanimlanan bir
rastlantt degiskeni olsun. N kusurlu degil ve D kusurlu oldugunda, drnek uzaylar X = 1
verildiginde S = {D}, X =2 verildiginde S = {ND}, X = 3 verildiginde S = {NND} vb.

Bir 6rneklem uzay, sonlu sayida olasilik iceriyorsa veya tam sayilar kadar

eleman iceren bitmeyen bir dizi iceriyorsa, buna kesikli (ayrik) 6rneklem uzayi denir.

Baz1 istatistiksel deneylerin sonuglar1 ne sonlu ne de sayilabilir olabilir. Ornegin, belirli bir
otomobil markasinin 5 litre benzinle onceden belirlenmis bir test rotasinda kat edecegi
mesafeleri 6lgen bir aragtirma yapildiginda durum boyledir. Mesafenin herhangi bir dogruluk
derecesinde Olgiilen bir degisken oldugunu varsayarsak, o zaman agik¢a o6rnek uzayda tam
sayilarin sayisina esitlenemeyen sonsuz sayida olast mesafeye sahibiz. Ya da, bir kimyasal
reaksiyonun meydana gelme siiresinin uzunlugu kaydedilecek olsaydi, bir kez daha 6rnek
uzayimizi olusturan olasi zaman araliklarinin sayis1 sonsuz ve sayilamayacak kadar ¢ok olurdu.

Artik tiim drnek uzaylarin Kesikli olmasi gerekmedigini goriiyoruz.

Bir dogru parcasi iizerindeki nokta sayisina esit sonsuz sayida olasilik i¢ceren

bir orneklem uzayna siirekli 6rneklem uzayi denir.




3.2 KESIKLIi (AYRIK) OLASILIK DAGILIMLARI

Kesikli bir rastlanti degiskeni, degerlerinin her birini belirli bir olasilikla
varsaymaktadir. Ornek 3.2'deki basit olaylar i¢in esit agirliklar alinirsa, higbir calisanin dogru
kask1 geri almama olasiligi, yani M'nin 0 degerini alma olasilig1 1/3'tlir. Ciinkii toplam 6 tane
orneklem uzayi igerisinde her birinin olasilig1 1/6’dir. Bu durumda M'nin 0 degerini aldig1 2

durum vardir. Dolayisiyla olasilig1 ise 1/6+1/6=1/3"tiir.

Sample Space m
SJB
SBJ
BJS
JSB
JBS
BSJ

o B B N )

M'nin olas1 degerleri m ve olasiliklart,

m |0 1 3
PM=m)| L+ 1

m degerlerinin tiim olast durumlar1 igerdigine ve dolayisiyla olasiliklarin toplaminin 1 olduguna

dikkat edin.

Siklikla, bir X rastlanti degiskeninin tiim olasiliklarii bir formiille temsil etmek
miimkiindiir. Béyle bir formiil zorunlu olarak f(x), g(x), r(x) vb. ile gostereceg§imiz x sayisal
degerlerinin bir fonksiyonu olacaktir. Bu nedenle f(x) = P(X = x); yani f(3) = P(X= 3) seklinde

yazabiliriz._Swral_ciftler kiimesine (x, f(x)) kesikli rastlanti degiskeni X'in olasilik

fonksivonu, olasilik kiitle fonksiyvonu veva olasiik dagilimi denir.

(%, f(x)) sirah ciftlerinin olusturdugu bir kiime, olas1 her bir sonug x i¢in,
1) f(x)=0
2) 2 f(x) =1
3) PX=x)=f(x)
Kosullarim saghyorsa, kesikli rastlant1 degiskeni X’in olasilik fonksiyonu veya olasihik

dagilimdir.




Bir perakende satis noktasina 3 adet arizali bilgisayar iceren 20 adet benzer diziistii
bilgisayar sevkiyati yapmaktadir. Bir okul bu bilgisayarlardan rastgele 2 tane satin alirsa,

kusurlu sayis1 i¢in olasilik dagilimini bulunuz.

X, degerleri okul tarafindan satin alinan arizali bilgisayarlarin olasi sayis1 olan bir
rastlanti degiskeni olsun. O halde x yalnizca 0, 1 ve 2 sayilarini alabilir. Ciinkii ya okulun aldig1
2 bilgisayarin hig¢ biri kusurlu degildir, ya bir tanesi kusurludur ya da iki tanesi kusurludur.

Dolayisiyla;

Boylece, X'in olasilik dagilimi su sekildedir:

=

r |0 1 2
f(z) ‘ 95 190 190

Bir araba acentesi, yan hava yastiklari olan belirli bir yabanci arabanin envanterinin
%50'sini satarsa, yan hava yastiklar1 olan arabalarin acente tarafindan satilan sonraki 4 araba
arasindaki olasilik dagilimi i¢in bir formiil bulunuz. (Not: Yani araba firmasinin sattig1
arabalarin yaris1 hava yastiklidir. Satilacak olan 4 araba arasindan hava yastikli olanlarin

sayisinin olasilik dagilimi i¢in bir formiil bulunuz.)

Yan hava yastikli bir otomobilin satilma olasiligi 0.5 oldugundan, Srneklem
uzayinda 2* = 16 noktanin olusma olasilig1 esittir. (1. Araba igin 2 olasilik var ya hava yastikli
ya hava yastiksiz, 2. Araba icin de, 3. Araba i¢in de ve 4. Araba i¢in de ayni1 olasilik oldugundan
2%*2*2*2=16 tane 6rneklem uzayinin sayis1 olmus olur.) Bu nedenle, tiim olasiliklarin ve ayrica
fonksiyonumuzun paydasi 16'dir. Yan hava yastig1 olan 3 arabayi satma yollarinin sayisini elde
etmek i¢in, bir hiicreye yan hava yastig1 olan 3 araba ve digerine atanan yan hava yastigi
olmayan model olmak iizere 4 sonucu iki hiicreye ayirmanin yollarinin sayisini diisiinmemiz

gerekir. Bu (g) = 4 sekilde yapilabilir. Genel olarak, yan hava yastikli x modelin ve yan hava
yastiksiz 4—x modelin satilmas1 olayi, x'in 0, 1, 2, 3 veya 4 olabilecegi (;) sekilde

gerceklesebilir. Boylece, olasilik dagilimi f( x) = P(X = x),

f(x) = (%) 'tir, x =0, 1,2, 3, 4 igin.



Bir rastlant1 X degiskeninin gézlenen degerinin bir x gercek sayisindan kii¢iik veya ona
esit olma olasiligini hesaplamak isteyebilecegimiz bir¢ok problem vardir. Her x gercek sayisi
icin F(x) = P(X < x) yazarak, F(X)'l X rastlanti1 degiskeninin kiimiilatif (birikimli/yigilimlr)

dagilim fonksiyonu olarak tanimlariz.

Tanmm 3.5: Olasihik dagilimi f(x) olan kesikli rastlanti degiskeni X'in kiimiilatif dagilim
fonksiyonu F(x) su sekildedir:

F(x)=P(X<x) =Zf(t),—00<x<oo

t<x

Rastlant1 degiskeni M i¢in, Ornek 3.2'deki dogru eslesmelerin sayist,

F(2)=P(M <2) = f(0) + f(1) = 5 + 5 =

2
-

| =
2| =

M'nin kiimiilatif dagilim islevi su sekildedir:

0, form <0,

1 .
Flm)={% for 0 < m < 1,

g, for1<m <3,

1, form = 3.

Kiimiilatif dagilim fonksiyonunun, yalnizca verilen rasgele degisken tarafindan varsayilan
degerler i¢in degil, tiim gercek sayilar i¢in tanimlanan monoton azalmayan bir fonksiyon

oldugu gercegine 6zellikle dikkat edilmelidir.

Ornek 3.8: Ornek 3.7'deki rastlant1 degiskeni X'in kiimiilatif dagilim fonksiyonunu bulunuz.
F(x) kullanarak, f(2) = 3/8 oldugunu dogrulayiniz.

Cevap 3.8: Ornek 3.7'deki olasilik dagilimmin dogrudan hesaplamalar1 f(0)= 1/16, (1) = 1/4,
f(2)= 3/8, f(3)= 1/4 ve f(4)= 1/16 verir. Oyleyse,

_ L
16’
F(1)=f(0)+f(1) =

F(0) = £(0)
E-.
F@2)=f0)+f(1)+f(2)=—

11
16’
F(3) = F(0) + F(1) + (2) + /) = 35,

F(4) = £(0) + f(1) + F(2) + f(3) + f(4) = 1.



Buradan

0, forx<0,
—, for0<x <1,

=, forl1<z<?2,

F ) — 16
[l] % for 2 < r <3,
J—l: for 3 <z < 4,
1 for = = 4.
Dolayisiyla,
) 1 5 3
f[Q)—F[Z)—F{l}—IG 16~ &

Bir olasilik dagilimina grafik bigiminde bakmak genellikle yararhidir. Sekil 3.1'1 elde
etmek i¢in Ornek 3.7'deki (x, f(x)) noktalar1 ¢izilebilir. Noktalar1 x eksenine kesikli veya diiz
bir ¢izgi ile birlestirerek, bir olasilik kiitle fonksiyonu grafigi elde ederiz. Sekil 3.1, X'in hangi
degerlerinin ortaya ¢ikma olasiliginin yiiksek oldugunu gérmeyi kolaylastirir ve ayrica bu

durumda miikemmel bir simetrik durumu gosterir.
f(x)

616
516

4116

316
2116

116

T

—-_—_-———————————
ME————————————————a

wF-——————————®»

T
) I

0 4
Sekil 3.1: Olasilik kiitle fonksiyonu grafigi.

(x, f(x)) noktalarmi ¢izmek yerine, Sekil 3.2'deki gibi daha sik olarak dikdortgenler
olustururuz. Burada dikdortgenler, esit genislikteki tabanlart her x degerinde ortalanacak ve
yukseklikleri f(x) tarafindan verilen karsilik gelen olasiliklara esit olacak sekilde
olusturulmustur. Kaideler dikdortgenler arasinda bosluk kalmayacak sekilde yapilmistir. Sekil

3.2'ye olasilik histogrami denir.



0 1 2 3 4

Sekil 3.2: Olasilik histogramu.

Sekil 3.2'deki her taban birim genislige sahip oldugundan, P(X = x), x merkezli dikd6rtgenin
alanina esittir. Tabanlar birim genislikte olmasa bile, x degerlerinden herhangi birini varsayarak
X'in olasiliklarina esit olacak alanlar1 vermek i¢in dikdortgenlerin yiliksekligini ayarlayabiliriz.
Olasiliklar1 temsil etmek icin alanlarin kullanilmasi kavrami, siirekli bir rastlant1 degiskenin

olasilik dagilimini ele almamiz i¢in gereklidir.

Sekil 3.3'te bir adim fonksiyonu olarak goriinen Ornek 3.7'deki kiimiilatif dagilim

fonksiyonunun grafigi, (x, F(x)) noktalarinin ¢izilmesiyle elde edilir.

F(x)
1 e
—
|
3/4 '
.I,_I
i
112 .
|
[ —
1/4 !
:
- X
0 1 2 3 4

Sekil 3.3: Kesikli kiimiilatif dagilim fonksiyonu.

3.3 SUREKLI OLASILIK DAGILIMLARI

Bir siirekli rastlanti degiskeni, degerlerinden herhangi birini tam olarak kabul etme
olasiligr 0'dir. Sonug olarak, olasilik dagilimi tablo seklinde verilemez. Siirekli olasihk

dagilimlar parcah fonksiyon ile gosterilmektedir.



Ik basta bu sasirtic1 goriinebilir, ancak belirli bir drnegi diisiindiigiimiizde daha makul
hale gelir. Degerleri 21 yasin iizerindeki tiim insanlarin boylar1 olan rastgele bir degiskeni
tartisalim. Herhangi iki deger arasinda, 6rnegin 163,5 ve 164,5 santimetre, hatta 163,99 ve
164,01 santimetre arasinda, biri 164 santimetre olan sonsuz sayida yiikseklik vardir. Tam olarak
164 santimetre boyunda olan ve 164 santimetreye ¢ok yakin olan ve aradaki farki insani olarak
Olcemeyeceginiz kadar biiyiik boy kiimelerinden biri olmayan bir kisiyi rastgele segme olasiligi
uzaktir ve bu nedenle olaya 0 olasilik atariz. Ancak, boyu en az 163 santimetre olan ancak 165
santimetreden fazla olmayan bir kisinin segilme olasiligindan bahsedersek durum boyle

degildir. Simdi rastlant1 degiskenimizin bir nokta degerinden ziyade bir aralikla ugrasiyoruz.

P(a < X <b), P(W = c) vb. gibi siirekli rastlant1 degiskenlerinin gesitli araliklar1 igin

hesaplama olasiliklartyla ilgilenecegiz.
X siirekli oldugunda,
Pla<X<b)=Pla<X<b)+PX=b)=Pla<X<b)

Yani araligin bitis noktasin1 dahil edip etmememizin bir 6nemi yoktur. Ancak, X ayrik

oldugunda bu dogru degildir.

Bir siirekli rastlant1 degiskenin olasilik dagilimi tablo seklinde gosterilemese de formiil
olarak ifade edilebilir. Béyle bir formiil zorunlu olarak siirekli rastlant1 degiskeni X'in sayisal
degerlerinin bir fonksiyonu olacaktir ve bu haliyle f(x) fonksiyonel notasyonu ile temsil
edilecektir. Siirekli degiskenlerle ugrasirken, f(x) genellikle X'in olasihk yogunluk
fonksiyonu veya basitce yogunluk fonksiyonu olarak adlandirilir. X, siirekli bir 6rnek uzay
tizerinde tanimlandigindan, f(x) 'in sonlu bir sayida siireksizlige sahip olmasi miimkiindiir.
Bununla birlikte, istatistiksel verilerin analizinde pratik uygulamalari olan yogunluk
fonksiyonlariin ¢ogu siireklidir ve grafikleri, bazilar1 Sekil 3.4'te gosterilen cesitli sekillerde
olabilir. Alanlar olasiliklar: temsil etmek i¢in kullanilacagindan ve olasiliklar pozitif sayisal

degerler oldugundan, yogunluk fonksiyonu tamamen x ekseninin {izerinde olmalidir.




Sekil 3.4: Tipik yogunluk fonksiyonlari.

Bir olasilik yogunluk fonksiyonu, egrisinin altindaki alan f (x)'in tanimlandig1 X aralig
iizerinden hesaplandiginda 1'e esit olacak sekilde olusturulur. X'in bu araligi sonlu bir aralik
ise, f(x)'i araligin genisletilmis boliimlerindeki tiim noktalarda sifir olarak tanimlayarak araligi
tiim gergek sayilar kiimesini igerecek sekilde genisletmek her zaman miimkiindiir. Sekil 3.5°te,
X'in a ve b arasinda bir deger alma olasilig1 x = a ve x = b'deki ordinatlar arasindaki yogunluk

fonksiyonu altindaki tarali alana esittir ve integral hesabindan

b
Pla<X<b)= ff(x)dx.

fx)

Sekil 3.5: P(a < X < b).

f(x) fonksiyonu asagidaki kosullar1 saghiyorsa, gercek sayilar kiimesi

iizerinde tanmmmlanan siirekli rastlanti degiskeni X icin bir olasihk yogunluk

fonksiyonudur (pdf).
1. f(x) =0,timx € R.

2. 7 f(x)dx=1.

3. Pla<X<bhb)= f: f(x)dx. (NOT: Siirekli olasihik dagilimlarindaki gosterim

araligi < veya > seklinde de gosterilebilir.)

Kontrollii bir laboratuvar deneyi i¢in °C cinsinden reaksiyon sicakligindaki hatanin

olasilik yogunluk fonksiyonu

, = l<rx<?,
ff.a‘)={:’ ST

0, elsewhere.

olan stirekli rastlant1 degiskeni X oldugunu varsayalim.



a.) f(x)'in bir yogunluk fonksiyonu oldugunu dogrulayiniz.

b.) P(0 <X <1) bulunuz.
Tanim 3.6'y1 kullantyoruz.

a.) Acikgasi, f(x) > 0. Tanim 3.6'daki kosul 2'yi dogrulamak i¢in,

o0 2 92 3
T T, 8 1
'(E‘: —d’:—_ = — —:1_
\/;xf{l) ! i] 3 ! 9 |_l 9 + 9

b.) Tanim 3.6'daki formiil 3'ii kullanarak sunu elde ederiz:

S|

9"

1 _r'_? 1’3
& < = —ar = —
P0< X <1) ﬁ dr =

]

Yogunluk fonksiyonu f(x) olan siirekli rastlanti degiskeni X'in kiimiilatif
dagilim fonksiyonu F(x) su sekildedir:
Fx)=PX<x)= ffooof(t)dt, -0 < x < 00,
Tanim 3.7'nin hemen bir sonucu olarak, iki sonu¢ yazilabilir.
.P(a<X<b)=F(b)—F(a)

Jx) = % (Eger F(x)’in tiirevi varsa)

Ornek 3.9'daki yogunluk fonksiyonu icin, F(x)1 bulun ve P(0 < X < 1)i

degerlendirmek i¢in kullanin.

-1 <x <2 ig¢in,

) T T tj fjj T .1’:5 +1
F[z)—f_xf(r.) dt_f_ gdf_ 5 =75

Oyleyse,
0, r<—1
Flz)=¢ = _1<z<2
1 T > 2

Kiimiilatif dagilim fonksiyonu F(x), Sekil 3.6'da ifade edilmistir.



0.5

Sekil 3.6: Siirekli kiimiilatif dagilim fonksiyonu.

Dolayistyla,

P(0<X <1)=F(1) - F(0) = é %

=l &

Ornek 3.11: Enerji Bakanlig1 (EB) projeleri ihaleye ¢ikarir ve genellikle makul bir teklifin ne
olmas1 gerektigini tahmin etmektedir. Tahmini "b" olarak adlandirimiz. EB, kazanan (diisiik)

teklifin yogunluk fonksiyonunun

. Zp <y < 2b,

0, elsewhere.

oldugunu belirlemistir.

F(y)'yi bulun ve kazanan teklifin EB'nin 6n tahmini "b"den diisiik olma olasiligin1 belirlemek

i¢in kullanin.

Cevap 3.11: 2b/5 <y < 2b i¢in,

Yy 5 5t ¥ 5y 1
) /3 YT Ry, S
Boylece,
O? y { %b-
Fly)={ %L 2p<y<,
1, y > 2b.

Kazanan teklifin "b" 6n teklif tahmininden diisiik olma olasiligini belirlemek igin,

| wn

P(Y <b)=F(b) =- _izg.

o

o0



PROBLEM 4.1: Sarikaya Magaralarina giren bir aracin Diizce plakali olma olasiligi 0.12'dir;
kampgi1 olma olasilig1 0.28; ve Diizce plakali bir kampg¢1 olma olasiligr ise 0.09'dur.

a) Sarikaya Magaralarina giren bir kampginin Diizce plakali olma olasiligi nedir?
b) Sarikaya Magaralarina giren Diizce plakali bir aracin kampg1 olma olasiligi nedir?
c) Sarikaya Magaralarina giren bir aracin Diizce plakali olmamasi veya kampgi1 olmamasi

olasilig1 nedir?

PROBLEM 4.2: Bir emlak¢inin birka¢ yeni evi misterilerine gostermek i¢in 8 ana anahtari
vardir. Herhangi bir evi yalnizca 1 ana anahtar agmaktadir. Bu evlerin %401 genellikle agik
birakilmaktadir. Bu durumda, emlak¢1 ofisten ayrilmadan once yanina rastgele 3 ana anahtar

almasi durumunda emlak¢inin miisteriye gostermek igin bir evi agabilme olasilig1 nedir?

PROBLEM 4.3: Ulkenin belirli bir bélgesinde, 40 yas iistii bir yetiskinin kanserli olma
olasiliginin 0.05 oldugu ge¢mis deneyimlerden bilinmektedir. Bir doktorun kanserli bir kisiye
dogru teshis koyma olasiligi 0.78 ve kanser olmayan bir kisiye yanlis teshis koyma olasiligi

0.06 ise, 40 yas iistii bir yetiskine kanser teshisi konma olasilig1 kagtir?

PROBLEM 4.4: Bir gikolata fabrikasindaki dort miifettisin, montaj hattinin sonunda her bir
cikolata paketinin iizerine son kullanma tarihini damgalamasi gerektigini varsayalim.
Paketlerin %20'sine damga vuran Mehmet, her 200 pakette bir son kullanma tarihini

damgalayamiyor; Paketlerin %60'ma damga vuran Hasan, her 100 pakette bir son kullanma

tarihini damgalamay1 basaramiyor; Paketlerin %15'ine damga vuran Enes, her 90 pakette bir

kez son kullanma tarihini damgalayamiyor ve paketlerin %5'ine damga vuran Polat, her 200

pakette bir son kullanma tarihini damgalayamiyor. Bir miisteri ¢ikolata paketinin son kullanma

tarihinin goriinmediginden sikayet ederse, bu ¢ikolatanin Mehmet tarafindan incelenmis olma

olasilig1 nedir?



OLASILIK VE ISTATISTIK

5. HAFTA
RASTLANTI DEGISKENLERI VE OLASILIK DAGILIMLARI
(DEVAM)

3.4 BIRLESIK (ORTAK) OLASILIK DAGILIMLARI

Onceki boliimlerde rastlant1 (rasgele) degiskenler ve bunlarin olasilik dagilimlari
lizerine yaptigimiz g¢alisma, bir deneyin sonuglarini tek bir rastlanti degiskeni tarafindan
varsayilan degerler olarak kaydettigimiz i¢in, tek boyutlu 6rnek uzaylarla sinirlidir. Bununla
birlikte, birka¢ rastlanti degiskenin eszamanli sonuglarin1 kaydetmeyi arzu edebilecegimiz
durumlar olacaktir. Ornegin, kontrollii bir kimyasal deneyden salinan gazin V hacmini ve
¢okelti miktarini 6lgerek sonuglardan (p, v) olusan iki boyutlu bir numune uzay1 olusturabiliriz
veya sertlikle ilgilenebiliriz. Soguk ¢ekilmis bakirin H ve gerilme mukavemeti T, sonugta elde
edilen sonuglar (h, t). Lise verilerine dayali olarak iiniversitede basari olasiligini belirlemeye
yonelik bir ¢alismada, {i¢ boyutlu bir 6rneklem uzay1 kullanabilir ve her bireyin yetenek testi
puanini, lisedeki sinif siralamasini ve liniversitedeki birinci sinifin sonundaki not ortalamasini

kaydedebiliriz.

X ve Y iki ayri rastlant1 degiskeni ise, bunlarin eszamanli olusum olasilik dagilimi, X
ve Y rastlant1 degiskenleri araligindaki herhangi bir deger cifti (x, y) i¢in f(x, y) degerlerine
sahip bir fonksiyonla temsil edilebilir. Bu fonksiyona X ve Y'nin birlesik (ortak) olasilik

dagilimi olarak atifta bulunmak alisilmis bir durumdur.

Dolayisiyla, kesikli (ayrik) durumda

f,y)=PX =x,Y =y),

Yani f(x,y) degerleri, x ve y sonuglarimin ayni anda meydana gelme olasiligini verir. Ornegin,
18 tekerlekli bir aracin lastiklerinin bakimi yapilacaksa ve X bu lastiklerin kat edildigi mil
sayisint ve Y degistirilmesi gereken lastik sayisimi temsil ediyorsa, o zaman f(30000, 5)
olasiligt: lastikler 30.000 milin tizerinde kullanilmis ve kamyonun 5 yeni lastige ihtiyaci var

olarak nitelendirilir.



f(x,y) fonksiyonu asagidaki kosullar1 saghyorsa; X ve Y kesikli (ayrik)
rastlanti degiskenlerinin birlesik (ortak) olasithk dagihimi veya olasihk Kiitle
fonksiyonudur.

1. f(x,y) =0, tiim (x,y) icin,
2. XXy f(xy) =1,
3. PX=xY=y)=f(xy).

xy diizleminde herhangi bir A bolgesi icin;

PV €4l =) ) f(xy)
A

3 mavi, 2 kirmiz1 ve 3 yesil kalemin bulundugu bir kutudan rastgele iki tilkkenmez

kalem segiliyor. X, secilen mavi kalemlerin sayisi ve Y, segilen kirmizi kalemlerin sayistysa,

a.) Birlesik olasilik fonksiyonu f(x, y) bulunuz,
b.) P[(X, Y ) € A] bulunuz, burada A, {(x, y)|x +y < 1} bolgesidir.

Olas1 deger ciftleri (x, y); (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2) ve (2, 0) seklindedir.

a.) Simdi, 6rnegin f(0, 1), kirmiz1 ve yesil kalemlerin se¢ilme olasiligini temsil eder. 8

kalemden herhangi 2 kalemi se¢menin esit olasilikli yollarinin toplam sayist (g) =

28'dir. f(0, 1) demek; mavi kalemlerden higbiri segilemedi, 1 tane kirmizi se¢ildi yani 1
yesil 1 kirmizi kalem seg¢ilmis demektir. Dolayisiyla; 2 kirmizi kalemden 1 kirmiziy: ve
3 yesil kalemden 1 yesili se¢gmenin yol sayisi (i) * (i) = 6. Sonug olarak f(0, 1)’in
olasihigi= 6/28= 3/14 olmaktadir. Benzer hesaplamalar, Tablo 3.1'de sunulan diger

durumlar i¢in olasiliklar1 verir. Olasiliklarin toplaminin 1 olduguna dikkat edin.

T Row
flz,y) 0 1 2 | Totals
o % % 3| B
2 — 0 0 L
Column Totals l—’L % >_31~ 1

Tablo 3.1: Ornek 3.12 i¢in Ortak Olasilik Dagilimu.
Ilerleyen béliimlerde, Tablo 3.1'deki ortak olasilik dagilimmm x=0,1,2;y=0, 1, 2;

ve 0 <x+y<2i¢in



() () Gry)
(5)

formiiliiyle temsil edilebilecegi bir yontem de bulunmaktadir.

flz,y) =

b.) (X, Y )'nin A bolgesine diisme olasiligs;

Pl(X.Y)e Al = P(X +Y <1) = £(0,0) + £(0,1) + £(1,0)
3 3 0 0

Tt T 1w

X ve Y siirekli rastlant1 degiskenleri oldugunda, birlesik yogunluk fonksiyonu f(x, y) xy

diizleminin iizerinde uzanan bir yiizeydir.

A, xy diizleminde herhangi bir bolgede oldugu varsayimi altinda, P[(X, Y ) € A]

olasiligi; A bolgesinin {izerinde ve f(x, y) yiizeyinin altinda kalan cismin hacmine esittir.

f(x,y) fonksiyonu asagidaki kosullar1 saghyorsa; X ve Y siirekli rastlant1
degiskenlerinin birlesik (ortak) yogunluk fonksiyonudur.
1. f(x,y) =0, tiim (x,y) icin,
2. 2, ) f(xy)dxdy =1,
3. P[(X,Y)eA] =[] f(x,y)dxdy.

xy diizleminde herhangi bir A bolgesi i¢cin;

PIXV) €4l =) ) f(xy)
A

Ozel sektore ait bir isletme, hem arabali bir tesis hem de yiiriiyerek girilen bir tesis
isletiyor. Rastgele se¢ilmis bir giinde, sirasiyla tesislere X ve Y arabali ve yiirtiyerek girilen
kullanimda oldugu zamanin oranlart olsun ve bu rastlanti degiskenlerin ortak yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibidir

, 22z +3y), 0<z<1,0<y<1,
T, = = !
fzy) { 0, elsewhere.

a.) Tanim 3.9'daki kosul 2'yi dogrulayiniz.

b.) P[(X, Y ) € A] bulunuz, burada A, {(X, y)|0<x<1/2; 1/4< y<1/2} bolgesidir.

a.) f(x, y)'nin biitiin bolge iizerindeki integrali

3



og oo 1 1
f flz,y) de dy = / f %(21’ + 3y) dx dy
—oo J —oc ] n -

b.) Olasiligi hesaplamak igin;

P[(X,Y}EA]:P(U{X<é,i<?'<l)

f f —{)r—l—‘Eu) dr dy
1
92 =1

r=1/2 1/2
27 6y ' : 1 3y
[ [ (5 )
-/11 ( 0 2 ):-=[} 2 \10 5
{4

L3y (L 3y 18
“w|\271 1716)] T 160°

|
T
—
=5
_|_
3
[a—y
=€
—
(%]

Kesikli rastlanti degiskenleri X ve Y'nin birlesik olasilik dagilimi f(x, y) verildiginde,

yalnizea X'in olasilik dagilimi g(x), f(x, y)'nin Y degerleri {izerinden toplanmasiyla elde edilir.

Benzer sekilde, tek basina Y'nin olasilik dagilimi h(y), f(x, y)'nin X'in degerleri lizerinden

toplanmasiyla elde edilir. g(x) ve h(y)'yi sirasiyla X ve Y'nin marjinal dagilimlar1 olarak

tanimlariz.

Xve 'Y siirekli rastlant1 degiskenler oldugunda, toplamlar integrallerle degistirilir. Artik

asagidaki genel tanimi yapabiliriz:

Tamm 3.10: Yalmzea X'in ve yalnizeca Y'nin marjinal dagilimlar: Kesikli durum i¢in;
g(x) = ny(x,y) = h(y) = fo(x,y)

Yalnizca X'in ve yalnizca Y'nin marjinal dagilimlar siirekli durum igin;

g(x) =" fx,y)dyve h(y) = [ f(x,y)dx

Burada marjinal terimi kullanilmaktadir ¢iinkii kesikli durumda g(x) ve h(y) degerleri; ilgili

slitun ve satirlarin marjinal toplamlaridir.

Yani; bir ortak olasilik dagilimini olusturan X ve Y rastlant1 degiskenlerinin sadece kendilerinin

olasiliklarindan olusan dagilima marjinal olasilik dagilimi denir.



Ornek 3.14: Tablo 3.1'deki siitun ve satir toplamlarinin yalnizca X'in ve yalnizca Y'nin

marjinal dagilimin verdigini gosteriniz.
Cevap 3.14: X rastlant1 degiskeni i¢in sunu goriiyoruz:

g(0) = £(0,0) + £(0,1) + £(0,2) = % +%+21_a B E

g(1) = f(1,0) + f(1,1) + f(1,2) = _3 +3+0 _ E\

g(2) = f(2,0)+ f(2,1)+ f(2,2) = i +0+0= i,

Yani Tablo 3.1’e bakildiginda g(x) i¢in siitundaki toplamlar baz alinmistir. h(y) icin ise

satirdaki toplamlar baz alinmstir.

T Row
flz.y) 0 1 2 | Totals
d g 3 15
0 28 28 28 38
3 3 3
y 1 L L 0 3
i ] l
2 = 0 0 L
Column Totals | % 3_38 1

Tablo 3.1: Ornek 3.12 igin Ortak Olasilik Dagilimu.

Tablo bi¢giminde, bu marjinal dagilimlar agagidaki gibi yazilabilir:

T | 0 1 2 i | 0 2
5 5 3 1
< L

h(y)

=i | -

15
28 o8
Ornek 3.15: Ornek 3.13'teki birlesik yogunluk fonksiyonu icin g(x) ve h(y)'yi bulunuz.

Cevap 3.15: Tanimdan,

oo 1 2 y=1
2 4r 6y° dr +3
s@) = [ Sy dy= [ e+ dy= (_hi) _ 243
—o0 0 2 2 10 /=0 o 0<x<1icin.
* '2 2(1+ 3
h(yil:f flz,y) dr=f 5 (22 + 3y) dmz%y},
o v ‘ 0<y<I icin.



Tamm 3.11: X ve Y, Kkesikli veya siirekli iki rastlant1 degiskeni olsun. X = x oldugu goz

oniine alindiginda Y rastlanti1 degiskeninin kosullu dagilimi;

foln =222 g0 >0

Benzer sekilde, Y =y verildiginde X'in kosullu dagilimi;

_ fxy)
flxly) =555 h() > 0

Kesikli rastlant1 degiskeni X'in, kesikli degisken Y = y oldugu bilindiginde, a ile b arasina

diisme olasiligin1 bulmak istersek, sunu degerlendiririz:

Pla<X<b|Y=y)= > flz|y).
a<z<h burada toplam, X'in a ve b arasindaki tiim degerleri

tizerinde uzanir. X ve Y siirekli oldugunda,

b
Pla< X <b| Y:y}:[ flzly) dz.

Ornek 3.16: Ornek 3.12'ye bakarak, Y = 1 verildiginde X'in kosullu dagilimmi bulunuz ve
bunu P(X=0|Y = 1) belirlemek i¢in kullaniniz.

Cevap 3.16: y = 1 olmak iizere f(x|y)'yi bulmamz gerekiyor. Ilk énce sunu buluyoruz:

3 3
(1) ;ﬂr) a1t TT
Sonra
_ fle1) (T , o
flz]l) = nn 3 flz,1), 2=0,1,2.
T Row
flz,y) 0 1 2 | Totals
2 L0 o] L
Column Totals | & 3 = 1

Tablo 3.1: Ornek 3.12 igin Ortak Olasilik Dagilimu.



Boylece

= Q= ) 2) - - @) en=C) ()
sem = (1) ren=(2)o=o

ve X'in kosullu dagilimi, Y = 1 oldugu goz 6niine alindiginda,

2
0

r_ |

f(z[1) |

=
b= | -t

bl | =

Sonug olarak
. 1
PX=0]|Y :1):}’[01}:5.

Bu nedenle, secilen 2 kalem yedeginden 1'inin kirmizi oldugu biliniyorsa, digerinin mavi

olmama olasilig1 1/2'ye esittir.

Ornek 3.17: X'in birim sicaklik degisimi ve Y'nin belirli bir atomik par¢acigin iirettigi

spektrum kaymasinin orani oldugu rasgele degiskenler (X, Y ) i¢in ortak yogunluk

flz,y) = {myyﬁ, U<z<y<l,

0, elsewhere. dir.

a.) Marjinal yogunluklart g(x), h(y) ve kosullu yogunlugu f(y|x) bulunuz.
b.) Sicaklik 0.25 birim arttiginda, spektrumun toplam gozlemlerin yarisindan fazla (1/2°den
biiyiik) kayma olasiligin1 bulunuz.

Cevap 3.17: a.) Tanimdan

o0 1
g{ﬂf):f f(z,y) dy:/ 10zy” dy

y=1
= Ery“ = E:1:[1 —7%), 0<z <1,
377,73
- Y ; 5 9|E=]
h(y) :/ flz,y) dx :f 10zy* dr = -'E;:t’zg,.r'J|J.='[’}r =5y', 0<y <.
—oC 0
Dolayistyla
flz.y) 102y 3y
r) = = = - . D . . 1
f(ylz) @) " Dxl-z1) 1-8 <r<y<



b.) Boylece

. 1
P(} >§

1 1 9
3y° 3
X =025) = ylz=025)dy= | —2 _ dy—=-—.
) fgﬂﬁz °) &y ﬂ;l—U%ﬂy g

Ornek 3.18: Birlesik (ortak) yogunluk fonksiyonu

ﬂxm‘{”ﬁ“i 0<zr<2 0<y<l,

0, elsewhere,
verildiginde g(x), h(y), f(x|y)'yi bulunuz ve

P(1/4 < X <1/2] Y = 1/3) degerini hesaplayniz.
Cevap 3.18: a.) Marjinal yogunlugun tanimi geregi

f flz,y) du—fwy

=1

_(ry | zy _z
B ( 4 Yy 4 ) y=0 B 2 ..
Y 0<y<lI i¢in.
> 2 2(1 4 32
:f f(z,y) dr:f 2L+ 3Y7) 4y
—a 0 4
_ x? N 3x7qy? =2 1+ 31°
B 8 8 =0 B 2 . ..
0<x<2 i¢in.

Bu nedenle, kosullu yogunluk tanimini kullanarak

flz,y) _=(1+3%)/4 =
h(y)  (1+3y2)/2 27

1 1|, 1\ Yz, 3

3.5 ISTATISTIKSEL BAGIMSIZLIK

flzly) =

Tamm 3.17: X ve Y, sirasiyla birlesik olasiik dagilim f(x, y) ve marjinal dagilhimlar:
g(x) ve h(y) olan, kesikli veya siirekli iki rastlant1 degiskeni olsun. X ve Y rastlanti
degiskenlerinin, ancak ve ancak, arahklarindaki tiim (x, y) i¢in

f(x, y) = g(x)*h(y)

olmasi durumunda istatistiksel olarak bagimsiz oldugu soylenir.




Ornek 3.18'deki siirekli rastlant1 degiskenleri istatistiksel olarak bagimsizdir, ¢iinkii iki
marjinal dagilimm carpimi ortak yogunluk fonksiyonunu verir. Bununla birlikte, Ornek
3.17'deki siirekli degiskenler i¢in durum agikg¢a boyle degildir. Kesikli rastlanti degiskenlerinin
istatistiksel bagimsizligini kontrol etmek, (X, y)'nin tiim kombinasyonlar1 i¢in olmasa da bazi
kombinasyonlari i¢in ortak olasilik dagilimina esit marjinal dagilimlarin ¢arpimina sahip olmak
miimkiin oldugundan, daha kapsamli bir arastirma gerektirir. f(x, yY)# g(X)*h(y) olacak sekilde
f(x, y)'nin tanimlandig1 herhangi bir nokta (x, y) bulabilirseniz, X ve Y Kesikli degiskenleri
istatistiksel olarak bagimsiz degildir.

Ornek 3.19: Ornek 3.12'deki rastlant1 degiskenlerinin istatistiksel olarak bagimsiz olmadigini

gosteriniz.

Cevap 3.19: (0, 1) noktasini ele alalim. Tablo 3.1'den

T Row
flz,y) 0 1 2 | Totals
0 3% % 38 | o8
y 1 i oir 0| %
2 — 0 0 =
Column Totals | 2 12 ;—i 1

[Re]
¥

Tablo 3.1: Ornek 3.12 igin Ortak Olasilik Dagilimi

(0, 1), g(0) ve h(1) tig olasiligs;

Acikca,

£
f(0,1) # g(0)A(1), ve bu nedenle X ve Y istatistiksel olarak bagimsiz degildir.

Iki rastlanti degiskeniyle ilgili nceki tiim tamimlar, n rastlanti degiskeni durumuna
genellestirilebilir.  f(xy, x5, ..., X,), X1,X5,..., X, rastlanti degiskenlerinin ortak olasilik

fonksiyonu olsun. X;'in marjinal dagilimi, 6rnegin, Kesikli durum igin



Q[:LT.’[} :Z"'Zf{rhwi-----rre}

ve siirekli durum igin

Q(T]) :f f_ f[-rl--r'é ----- In) dl’g d'-"-'?.':‘- "'dIn
o T seklindedir.

Artik g(xq, x,) gibi ortak marjinal dagilimlar elde edebiliriz, burada

S-S flzy, T, - - -, ) (diserete case),

Q’[.l’|.'.'-!f‘-g): 3 :
S o flzy, 2, r,) drs dr, ---dr, (continuous case).

Cok sayida kosullu dagilinm diisiinebiliriz. Ornegin, X, = x4, X5 = x5, Ve X,, = x,, verildiginde

X1, X5 , X3’ Un birlesik kosullu dagilima,

floy, e, m3 | 24,25,...,m,) = )’
" olarak yazilir. Burada g(x,, xs, ... , X ),

X4, X5, X, rastlant1 degiskenlerinin ortak marjinal dagilimidir.

Tanim 3.12'nin genellestirilmesi, X;,X, ve X, degiskenlerinin karsilikli istatistiksel

bagimsizlig: i¢in asagidaki tanima gotiiriir.

X1,X5,...,X,, birlesik olasihk dagilm f(xq,x5,...,x,), Ve marjinal
dagilmlan f(x,), f2(x3), ..., fn(x,) olan Kkesikli veya siirekli n rastlanti degiskeni
olsun.

Rastlant1 degiskenleri X4, X5,...,X,, tammlanan araliklarindaki biitiin (x{, x5, ... , X,)
degerleri i¢cin ancak ve ancak

f(xq, %2, 0, %) = f1(x1)*f2(x2) * f3(x3) ... fn(xn)

ise birbirleriyle (ikili olarak/karsihikh) istatistiksel olarak bagimsiz oldugu soylenir,

10



Ornek 3.20: Karton kaplarda paketlenmis bozulabilir bir gida iiriiniiniin yil cinsinden raf

omriiniin, olasilik yogunluk fonksiyonu

. { r >0,

0 clsewhere. ile verilen bir rastlant1 degiskeni oldugunu varsayalim. X;, X, ve

X3 bu kaplardan bagimsiz olarak secilen iigiiniin raf dmiirlerini temsil etmek {lizere

P(X; <2,1<X,<3,X;>2)Yyibulunuz.

Cevap 3.20: Kaplar bagimsiz olarak secildiginden, X;,X, ve X3 rastlant1 degiskenlerinin
istatistiksel olarak bagimsiz oldugunu ve ortak olasilik yogunluguna sahip oldugunu

varsayabiliriz.

| —F3 ,—T3 ,—T|—T3—T3

flzr,ze,m3) = fz1)f(22) fzs) = e ™e e ™ =e 1y > 0,29 >0, 25 >0, eip

f(xy,29,03) =0 diger durumlar i¢in. Boylece

oo 3 2
P[XJ <2,1< X—g < 3.X;; = Q) :f f f g TR dll”] d.l‘g d.l’;g
2 1 0

=(1—e2)e ! —e e 2 = 0.0372.

PROBLEM 5.1: 7 televizyonluk bir sevkiyatta 2 kusurlu televizyon vardir. Bir otel rastgele 3
televizyon satin aliyor. Otel tarafindan satin alinan kusurlularin sayis1 x ise, X'in olasilik

dagilimini bulunuz. Sonuglari bir olasilik histogrami olarak grafiksel olarak ifade ediniz.

PROBLEM 5.2: Siirekli bir rasgele degisken X; x = 1 ile x = 3 arasinda degerler alabilen,

f(x)=1/2 ile verilen bir yogunluk fonksiyonuna sahiptir.
(a) Egrinin altindaki alanin 1'e esit oldugunu gdosterin.
(b) P(2 < X < 2.5)'i bulunuz.

(c) P(X <£1.6)'y1 bulunuz.

11



PROBLEM 5.3: X ve Y'nin ortak olasilik dagilimi su sekilde verilirse:

flz,y) = I?E}y, forx=0,1,2.3; y=0,1,2;

a) PX<2,v=1)
b) P(X>2,Y<1)
c.) P(X>Y)

d) P(X+Y=4)

PROBLEM 5.4: X, belirli bir sayisal kontrol makinesinin arizalanma sayisini gostersin:
herhangi bir giinde 1, 2 veya 3 kez. Y, bir acil durum ¢agrisinda bir teknisyenin aranma sayisint

gostersin. Ortak olasilik dagilimlar su sekilde verilmektedir:

r
flz,y) 1 D 3
1 0.05 0.05 0.10
3 0.05 0.10 0.35
y 5 0.00 0.20 0.10

(a) X'in marjinal dagilimini hesaplayiniz.
(b) Y'nin marjinal dagilimini degerlendiriniz.

c) P(Y =3 | X =2)'yi bulunuz.

12



OLASILIK VE ISTATISTIK

6. HAFTA
MATEMATIKSEL BEKLENTI

4.1 BIR RASTLANTI DEGISKENININ ORTALAMASI

Iki madeni para 16 kez atiliyorsa ve X, her atista olusan tura sayis1 ise, o zaman X'in
degerleri 0, 1 ve 2'dir. Deneyin sirasiyla 4, 7 ve 5 kez olmak tlizere sirasiyla hic tura gelmedigini,
bir tura ve iki tura geldigini varsayalim. iki madeni paranin atis basina ortalama tura sayis1 (X

rastlant1 degiskeninin ortalamas1/X’in olasilik dagiliminin ortalamasi),

(0)(4) + (1)(7) + (2)(5)

= 1.06.
16

Bu, verilerin ortalama bir degeridir ve yine de {0, 1, 2} 'nin olas1 bir sonucu degildir. Bu nedenle,
bir ortalama, deney i¢in mutlaka olasi bir sonug degildir. Ornegin, bir saticinin ortalama aylik

geliri muhtemelen aylik maags ¢eklerinden herhangi birine esit olmayacaktir.

Simdi ortalama tura sayisi hesaplamamizi asagidaki esdeger forma sahip olacak sekilde

yeniden yapilandiralim:

(0) (%) +(1) (%) +(2) (%) _ 1.06.

4/16, 7/16 ve 5/16 sayilari, sirasiyla 0,1 ve 2 tura ile sonuglanan toplam atiglarin kesirleridir.
Bu kesirler ayn1 zamanda deneyimizdeki farkli X degerleri i¢in goreli frekanslardir. Aslinda o
zaman, veri kiimemizdeki toplam gdzlem sayisin1 bilmeden meydana gelen farkli degerleri ve
bunlarin goreli sikliklarini bilerek bir veri kiimesinin ortalamasini veya ortalamasin

hesaplayabiliriz.

Bu nedenle, atislarin 4/16's1 hig tura ile sonuclanmazsa, atislarin 7/16's1 bir tura ile sonu¢lanirsa
ve atiglarin 5/16's1 iki tura ile sonucglanirsa, atis bagina ortalama tura sayisi toplam atig sayisi

16, 1000 ve hatta 10.000 olsun, 1.06 olacaktir.

Bu bagil frekans yontemi, uzun vadede bekleyebilecegimiz iki madeni paranin her
atisinda ortalama tura sayisini hesaplamak icin kullanilir. Bu ortalama degere X rastlanti
degiskeninin ortalamas1 veya X'in olasihk dagilimimin ortalamasi1 olarak atifta

bulunacagiz ve hangi rastlanti degiskene atifta bulundugumuz agik oldugunda bunu u, veya



basitge u olarak yazacagiz. Istatistikciler arasinda bu ortalamaya matematiksel beklenti
veya X rastlanti degiskeninin beklenen degeri olarak atifta bulunmak ve onu E(X) olarak

belirtmek de yaygindir.
Bir hilesiz madeni paranin iki kez atildigini1 varsayarsak, deneyimizin 6rnek uzayinin

S = {TT,TY, YT, YY} oldugunu buluruz. 4 6rnek noktasinin tiimii esit derecede olasi

oldugundan,
P(X=0)=P(YY)=1/4,P(X=1)=P(YT) + P(TY) =1/2ve P(X =2) =P(TT) =1 /4,

burada tipik bir 6ge, diyelim ki YT, birinci atisin bir yazi ve ardindan ikinci atista bir tura ile
sonuclandigint gostermektedir. Simdi, bu olasiliklar, uzun vadede verilen olaylarin goreceli

frekanslaridir. Bu nedenle,

(x) = (0) L L YA
ﬁ-—E[XJ—[O_J(J+{1J(2)+[2J(4)—1-

Bu sonug, arka arkaya 2 madeni para atan bir kisinin ortalama olarak her atista 1 tura alacagi

anlamina gelir.

2 madeni paranin her atiginda beklenen tura sayisini hesaplamak i¢in yukarida a¢iklanan
yontem, herhangi bir ayrik rasgele degiskenin ortalama veya beklenen degerinin, X rastlanti
degiskeninin x4, x5, ...,x, degerlerinin her birinin karsihlk gelen  olasilik
f(x1), f(x3),..., f(xy,) ile garpilmasiyla ve bunlarin toplanmasiyla elde edilebilecegini 6nerir.
Ancak bu, yalmzca rastlanti degiskeni kesikli ise dogrudur. Siirekli rastlant1 degiskenler
s0z konusu oldugunda, beklenen bir degerin tamimi, toplam yerine integral alinmasiyla

sonuclanmaktadir.

X, f(x), olasihk dagilimina sahip bir rastlanti degiskeni olsun. X'in
ortalama veya beklenen degeri
X kesikli ise;
p=E@ =) @)

X
X siirekKli ise;
(ee]

u=Ex) = f xf(x)dx

— 00

Matematiksel beklentide, beklenen deger olasilik dagilimi kullanilarak hesaplanir.



Ornek 4.1: 4 saglam, 3 kusurlu iiriin iceren bir parti maldan, kalite kontrol gérevlisi 3 tanesini
test etmek i¢in aliyor. Segilen iiriinler icerisinden saglam olanlarinin sayisinin beklenen

degerini bulunuz.

Cevap 4.1: X, numunedeki saglam olanlarin sayisini temsil etsin. X'in olasilik dagilimi.

Hesaplamalar sonunda f(0) = 1/35, f(1) = 12/35, f(2) = 18/35 ve f(3) = 4/35 verir. Oyleyse,

1 12 18 - 12

Yani 4 saglam, 3 kusurlu iirlin igeren bir parti maldan rastgele segilen 3 tanesinden 1.7 tanesi

saglam olacaktir.

Ornek 4.2: Bir tibbi cihaz sirketinin satis gorevlisinin belirli bir giinde iki randevusu vardur. lk
randevuda, basarili olursa 1000$ komisyon kazanabilecegi anlagmay1 yapmak igin %70 sansi
olduguna inaniyor. Ote yandan, ikinci randevuda anlasma yapmak icin yalmizca %40 sansi
oldugunu ve basarili olursa 15003 kazanabilecegini diisiiniiyor. Kendi olasilik tahminine gore
beklenen komisyon degeri nedir? Randevu sonuglarinin birbirinden bagimsiz oldugunu

varsayalim.

Cevap 4.2: 1k olarak, satis gorevlisinin iki randevu i¢in 4 olas1 komisyon toplamina sahip
olabilecegini biliyoruz: 0$, 10008, 15008 ve 2500$. Daha sonra iligkili olasiliklarini

hesaplamamiz gerekir. Bagimsizlikla,

F(80) = (1—0.7)(1—0.4) =0.18, f($2500) = (0.7)(0.4) = 0.28,

F($1000) = (0.7)(1 — 0.4) = 0.42, and f($1500) = (1 — 0.7)(0.4) = 0.12. _
elde ederiz.

Bu nedenle, satis elemani i¢in komisyonun beklenen degeri

E(X) = ($0)(0.18) + (81000)(0.42) + ($1500)(0.12) + ($2500)(0.28)
= $1300.

Ornek 4.1 ve 4.2, okuyucunun bir rastlant1 degiskenin beklenen degeri ile ne demek
istedigimizi anlamasina olanak saglamak i¢in tasarlanmistir. Her iki durumda da rastlanti

degiskenleri kesiklidir. Bir miithendisin belirli bir tiir elektronik aygitin ortalama omriiyle



ilgilendigi, siirekli bir rastlanti degiskeni iceren bir 6rnekle devam edecegiz. Bu, pratikte
siklikla ortaya cikan bir arizaya kadar gecen siire probleminin bir 6rnegidir. Bir cihazin

omriiniin beklenen degeri, onun degerlendirilmesi i¢in dnemli bir parametredir.

Ornek 4.3: Belirli bir elektronik cihazin dmriinii saat cinsinden ifade eden rastlant1 degiskeni

X olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

fa) = {ﬂ;ﬂ z > 100,

0, elsewhere. . oo L
'tir. Bu tuir bir cihazin beklenen dmrunt bulunuz.

Cevap 4.3: Tanim 4.1'1 kullanarak,

- QU 000 = 20,000
,u.:E[X]:f dr —/ dr = 200.
100 100

3 12

Bu nedenle, bu tiir bir cihazin ortalama 200 saat dayanmasini bekleyebiliriz.

Simdi X'e bagli yeni bir rastlant1 degiskeni g(X) diisiinelim; yani, g(X)'in her degeri,
X'in degeri tarafindan belirlenir. Ornegin, g(X), X2 veya 3X-1 olabilir. X, 2 degerini aldiginda,
9(X), 9( 2) oldugu varsayilmaktadir. Ozellikle, X; x =—1, 0, 1, 2 ve g(X) = X? i¢in f(x) olasilik

dagilimina sahip kesikli bir rastlant1 degiskeni ise, 0 zaman

Pg(X) = 0] = P(X = 0) = f(0).
Plg(X)=1=P(X =-1)+ P(X =1) = f(—1) + f(1)
Plg(X) = 4] = P(X =2) = f(2).

ve boylece g(X)'in olasilik dagilimi

g9(z) | 0 1 4
Plg(X)=g(x)] | f(0O) F(-D+f(1) f(2)

yazilabilir.
Bir rastlant1 degiskenin beklenen degerinin tanimiyla sunu elde ederiz:

Hex) = Elg(2)] = 0£(0) + 1[f(=1) + f(1)] + 4f(2)
—1)*f(=1) + (0°£(0) + (1)*F(1) + (2° F(2) = X _ 9(2) f(2)

Bu sonug¢ Teorem 4.1'de hem kesikli hem de siirekli rastgele degiskenler i¢in genellestirilmistir.



TEOREM 4.1: X, f(x), olasihik dagilimina sahip bir rastlanti degiskeni olsun. X kesikli

ise, rastlanti degiskeni g(x)’in beklenen degeri;
gy = E[g(x)] = 2 g(0)f (%)

X siirekli ise;

By = E[g(x)] = f gx)f(x)dx

Ornek 4.4: Herhangi bir giinesli Cuma giinii saat 16:00 ile 17:00 arasinda araba yikamasindan

gecen arabalarinin sayist X’in asagidaki olasilik dagilimina sahip oldugunu varsayalim:

T |4 5 6 7 8 0
1 | 1 1
PX=2)|L5 & L ¢

i 6

g(X) = 2X-1, yonetici tarafindan gorevliye ddenen para miktarin1 dolar olarak gostersin.

Gorevlinin bu belirli zaman dilimi i¢in beklenen kazancini bulunuz.

Cevap 4.4: Teorem 4.1'e gore,

9

Elg(X)|=E(@2X 1) =) (22— 1)f(z)

r=4

(1 1 1 1

Ornek 4.5: X,
J— —1l<x<?2,
:11 — a7
/() {D, elsewhere.

yogunluk fonksiyonuna sahip rastlanti degiskeni olsun.

g(X)=4X + 3"in beklenen degerini bulunuz.

Cevap 4.5: Teorem 4.1'e gore

]

E[4X+3):f_ @ d-_;::%f' (42° + 32%) dz = 8.
—1 : 31



Simdi, matematiksel beklenti kavramimizi, f(x, y) birlesik olasilik dagilimina sahip iki rastlanti

degiskeni X ve Y durumuna genisletecegiz.

X ve Y birlesik olasihk dagilim f(x,y) olan rastlanti degiskenleri olsun.
g(x,y) rastlant1 degiskeninin ortalamasi veya beklenen degeri
Xve'Y kesikli ise;

Hoon = ELGX D] = > > g(x,9)f(x,9)
x y

XveY siirekli ise;

koo = Elgx 1] = [[ 9 y)f . y)dxdy

Cesitli rastlant1 degiskenli fonksiyonlarin matematiksel beklentilerinin hesaplanmasi

icin Tanim 4.2'nin genellestirilmesi basittir.

X ve Y, 3. Haftadaki Tablo 3.1'de belirtilen birlesik olasilik dagilimina sahip
rastlantt degiskenleri olsun. g(X,Y) =X*Y'nin beklenen degerini bulunuz. (Tablo, kolaylik

saglamak i¢in burada yeniden gosterilmistir.)

T Row
flz,y) 0 1 2 | Totals
2 55 0O 0 55
4 . ] 15 3
Column Totals | 7 355 35 1

Tablo 3.1: Ornek 3.12 i¢in Ortak Olasilik Dagilimi

Teorem 4.2'ye gore,

E(XY)= 33 ayf(z.y)

r=0y=0
= (0)(0)£(0,0) + (0)(1)f(0,1)
+ (1)(0)f(1,0) + (1)(1)£(1,1) + (2)(0) £(2,0)

= f(1,1)



Ornek 4.7: Asagidaki yogunluk fonksiyonu

flz.y) = {" 0<z<2 0<y<l,

0\ 15 '71 o, . . H
elsewhere icin E(§)I' bulunuz.

Cevap 4.7: Teorem 4.2'ye gore,

vV 1 2 y(]- +3y2) ! y+31}.$ 5
E(Z =f / —drdyzf Y- gy =2
(X) o Jo 4 0 2 8

4.2 RASTLANTI DEGISKENLERININ VARYANSI VE KOVARYANSI

Rastgele bir X degiskeninin ortalama veya beklenen degeri, olasilik dagiliminin nerede
merkezlendigini agikladigi i¢in istatistikte 6zel bir 6neme sahiptir. Bununla birlikte, tek bagina
ortalama, dagilimin seklinin yeterli bir tanimmi vermez. Ayrica dagilimdaki degiskenligi
karakterize etmemiz gerekiyor. Sekil 4.1'de, ayn1 ortalamaya (pu = 2) sahip, ancak degiskenlik
veya ortalama hakkindaki gézlemlerinin dagilimi1 bakimindan énemli dl¢iide farklilik gosteren

iki ayr1 olasilik dagiliminin histogramlari gosterilmistir.

P e e e e e
MNMEE_E—_————————

=
G5

Sekil 4.1: Esit ortalamali dagilimlar ve esit olmayan dagilimlar.
Bir rastlant1 X degiskeninin degiskenliginin en 6nemli 6lgiisii, Teorem 4.1'in

g(X) = (X — w)?ile uygulanmasiyla elde edilir. Sonug, X rastlant1 degiskeninin varyansi
veya X'in olasihik dagiliminin varyansi olarak adlandirilir. Var(X) veya o sembolii veya

herhangi bir rastlant1 degiskenine atifta bulundugumuzda basitge o2 ile gosterilir.



Tanim 4.3: X, olasthk dagihm f(x) ve ortalamasi p olan bir rastlant1 degiskeni olsun.
X'in varyansi

X kesikli ise;

0? = F((X— w?] = ) (x— W ()
X siirekli ise;
ot = E[(X -] = [ Gx = wf(adx

Varyansin pozitif karekokii a; X'in standart sapmasi olarak adlandirilir.

Ornek 4.8: Rastlanti degiskeni X, herhangi bir is giiniinde resmi is amaglar1 icin kullanilan

otomobil sayisini temsil etmektedir. A sirketi i¢in olasilik dagilimi [Sekil 4.1(a)] su sekildedir:

x |1 2 3
flz) [ 03 04 03

ve B sirketi i¢in [Sekil 4.1(b)]

r |0 1 2 3 4
flz) |02 01 03 03 01

B sirketi i¢in olasilik dagiliminin varyansinin A sirketi i¢in olandan daha biiyiik oldugunu

gosteriniz.

) [ NS S

w

)
CRy-—————————

w

-

=

Sekil 4.1: Esit ortalamali dagilimlar ve esit olmayan dagilimlar.

Cevap 4.8: A sirketi i¢in sunu buluruz:

1y = E(X) = (1)(0.3) + (2)(0.4) + (3)(0.3) = 2.0,

04 = Z{r —2)°f(z) = (1 —2)%(0.3) + (2 — 2)2(0.4) + (3 — 2)(0.3) = 0.6.

r=1



B sirketi i¢in

pp = E(X) = (0)(0.2) + (1)(0.1) + (2)(0.3) + (3)(0.3) + (4)(0.1) = 2.0,

1

b= Y —221)

r=0
= (0—2)%(0.2) + (1 — 2)2(0.1) + (2 — 2)*(0.3)
+(3-2)%(0.3) + (4 —2)%(0.1) = 1.6.

Agikgasi, resmi is amaglart i¢in kullanilan otomobil sayisindaki varyans, B sirketi icin A

sirketinden daha fazladir.

Genellikle hesaplamalar1 basitlestiren ¢2'yi bulmak igin alternatif ve tercih edilen bir

formiil asagidaki teoremde belirtilmistir.

TEOREM 4.2: X rastlant1 degiskeninin varyansi
0.2 — E(XZ) _ MZ

Ornek 4.9: Bir iiretim hattindan 3 parga numune alindiginda ve test edildiginde, rastlanti
degiskeni X bir makine i¢in kusurlu parg¢a sayisini temsil etmektedir. Asagidakiler, X'in olasilik
dagilimidir.

x | 0 1 2 3
f(z) [ 051 038 0.0 0.1

Teorem 4.2'yi kullanarak 2'yi hesaplaymiz.

Cevap 4.9: 1lk énce;

i = (0)(0.51) + (1)(0.38) + (2)(0.10) + (3)(0.01) = 0.61.
Sonra

E(X?2) = (0)(0.51) + (1)(0.38) + (4)(0.10) + (9)(0.01) = 0.87.
Sonug olarak

0® = 0.87 — (0.61)% = 0.4979.



Yerel bir verimlilik magazalar1 zincirinden binlerce litre igme suyu iiriini i¢in
haftalik talep miktar1 ton cinsinden X siirekli rastlanti degiskeni olsun ve asagidaki olasilik
yogunluguna sahip olsun.

f(z) = {2[1‘ -1, 1<z<2,

0, elsewhere. "
X'in ortalamasini ve varyansini bulunuz.

E(X) ve E(X?)'nin hesaplanmast;

p=FEX)=2 /_ r(x—1) de=

el on

Sonra

Bu noktada, varyans veya standart sapma, yalnizca ayn1 6l¢ii birimlerine sahip iki veya daha
fazla dagilimi karsilastirdigimizda anlam kazanir. Bu nedenle, iki sirketten alinan portakal suyu
siselerinin litre cinsinden Olgiilen igerik dagilimlarinin varyanslarini karsilastirabiliriz ve daha
biiylik deger, iirlinli daha degisken veya daha az tekdiize olan sirketi gosterir. Boy dagiliminin
varyansini yetenek puanlarinin dagiliminin varyansiyla karsilastirmak anlamli olmayacaktir.
[lerleyen boliimde, standart sapmanimn tek bir gozlem dagilimini tanimlamak icin nasil

kullanilabilecegi gosterilecektir.
Simdi bir X rastlant1 degiskeninin varyansi kavramimizi X ile ilgili rastlant1 degiskenleri
icerecek sekilde genisletecegiz. Rastlanti degiskeni g(X) igin varyans agz(x) ile gosterilir ve

asagidaki teorem araciligiyla hesaplanir.

TEOREM 4.3: X, f(x) olasilik dagihmina sahip rastlanti degiskeni olsun.
Rastlanti degiskeni g(X)'in varyansi
X kesikli ise;

T = E{(!J(X) - ﬂg(X))Z} = Z[H(X) — tgoo) £

X

X siirekli ise

T = E{(H(X) - ﬂg(X))Z} = f (900 = oo ] f(x)dx




Ornek 4.11: X asagidaki olasilik dagilimma sahip rastlant1 degiskeni olduguna gore

3

]
o]
SOl | =t
(]

flzx) | T

o=

1
8
g(X) =2X + 3'lin varyansini hesaplayiniz.

Cevap 4.11: Ik olarak, rastlant1 degiskeni 2X+3'iin ortalamasini buluyoruz. Teorem 4.1'e gére,
3

pax+a =E(Q2X +3) =) (22 +3)f(z) =6.

=0

a3x +3 = E{[(2X +3) — praz 3]’} = E[(2X + 3 - 6)7]
3
=E(4X* - 12X +9) =) (42” — 122+ 9)f(z) = 4.
Simdi, Teorem 4.3'li kullanarak, =0

Ornek 4.12: X, Ornek 4.5'te verilen yogunluk fonksiyonuna sahip bir rastlant degiskeni olsun.

Rastlant1 degiskeni g(X) = 4X + 3'iin varyansini bulunuz.

Cevap 4.12: Ornek 4.5'te uyx4+3 = 8 olarak bulunmustur. Simdi, Teorem 4.3'ii kullanarak;

oix 13 = E{[(4X + 3) — 8]°} = E[(4X —5)7]

2 2 2

2 L x2 1 2 . . 51
= f (dr — 5)_1_— dr = —f (162! — 402® + 2527) dr = —.
1 3 3 J 5

PROBLEM 6.1: Ayrik (kesikli) rasgele degisken X'in olasilik dagilimi

o (B (N 3T
ftaj—-(r) (1> (1> . or=10,1,2,3,4,5.

PROBLEM 6.2: X, asagidaki olasilik dagilimina sahip rastgele bir degisken olsun:

'tir. X'in ortalamasini bulunuz.

r | -3 G 0
flz) [ 1/6 1/2 1/3

[ (X) = (2X +1)°.
Hg(x'Yi bulun, burada )= )

PROBLEM 6.3: X ve Y'nin asagidaki ortak olasilik fonksiyonuna f(x, y) sahip oldugunu

varsayalim:
X
y 2 4
1 0.10 0.15
3 0.20 0.30
5 0.10 0.15

(a) YY) = XY 1nin beklenen degerini bulunuz.

(b) #* ve "'yi bulunuz.



OLASILIK VE ISTATISTIK

7. HAFTA
MATEMATIKSEL BEKLENTI (DEVAM)

ux = E(X) ve uy = E(Y ) olmak iizere g(X, Y ) = (X—ux)(Y —uy) ise, Tanim 4.4, X ve

Y'nin kovaryansi olarak adlandirilan beklenen bir degeri verir. ay y Veya Cov(X, Y) ile gosterilir.

X ve Y, birlesik olasilik dagilim f(x, y) olan rastlanti degiskenleri olsun.
X ve Y'nin kovaryansi

X ve Y kesikli ise;
oxy = E[(X —pu) (Y —py)] = X2 2y(x — ux) (v — uy) f(x, )

X ve Y siirekli ise;

oxy = E[(X —pu)(Y —py)] = .I-_ .I-_ (x —px)(y — uy)f (x, y)dxdy

Iki rastlant1 degisken arasindaki kovaryans, ikisi arasindaki iliskinin dogasimin bir dlciisiidiir.
X'in bliytlik degerleri genellikle biiyiik Y degerleri veya kiiciik X degerleri Y 'nin kiiciik degerleri
ile sonuglanirsa, pozitif X — uy genellikle pozitif Y — uy ile sonuglanir ve negatif X — uy
genellikle negatif ¥ — uy ile sonuglanir. Boylece, (X — ux)(Y — py) ¢arpimi pozitif olma
egiliminde olacaktir. Ote yandan, biiyiikk X degerleri genellikle kiiciik Y degerleri ile
sonuglanirsa, (X — uyx )(Y — py) carpimi negatif olma egiliminde olacaktir. Kovaryansin
isareti, iki bagimli rastgele degisken arasindaki iliskinin pozitif mi yoksa negatif mi oldugunu
gosterir. X ve Y istatistiksel olarak bagimsiz oldugunda, kovaryansin sifir oldugu gosterilebilir.
Bununla birlikte, sohbet genellikle dogru degildir. Iki degisken sifir kovaryansa sahip olabilir
ve yine de istatistiksel olarak bagimsiz olmayabilir. Kovaryansin yalnizca iki rasgele degisken
arasindaki dogrusal iliskiyi tanimladigini unutmayin. Bu nedenle, X ve Y arasindaki bir
kovaryans sifirsa, X ve Y'nin dogrusal olmayan bir iliskisi olabilir, bu da onlarin zorunlu olarak

bagimsiz olmadiklar1 anlamina gelir.

Oy y 1¢in alternatif ve tercih edilen formiil Teorem 4.4'te belirtilmistir.



TEOREM 4.4: uyx ve py ortalamasina sahip iki rastlanti degiskeni X ve Y'nin

kovaryansi

oxy = E(XY) — uxpuy ile hesaplanmaktadir.

3.Haftadaki Ornek 3.12°de, mavi kalemlerin sayis1 X ve kirmiz1 kalemlerin sayisi
Y sayisini igeren bir durumu agiklamaktadir. Bir tiikkenmez kalem i¢in iki tanesi, belirli bir

kutudan rastgele secilmektedir. Asagidaki birlesik olasilik dagilimi verilmistir:

flz.y)
0

Y 1

2

g(z)

>
=

e
EHEEE
0
&

5

T
x|_ e

0

HER=I=E- TN

T [T
=¥=
|

-

2]
o] e

X ve Y'nin kovaryansini bulunuz.

Omek 4.6'dan E(XY ) = 3/14 oldugu bulunmustur. Simdji;

2 5 15 )
fix :ang[xn = (0) (ﬁ) +(1) (%) +(2)
2 15 3
pe =3 vh) = ©) (%) +(1) (:) +@) ( -

b
_(|"‘
S
Il
v =

Boylece

. 3 3 1 9
Oxy = E(XY) — pypty = - (I) (j) = TR

Maraton yariglarinda yarisan erkek kosucularin oranin1 X ve kadin kosucularin

oranini Y rastlanti degiskenleri temsil etmektedir. X ve Y'nin birlesik yogunluk fonksiyonu

oy Bxy, 0<y <<,
flz.y)= {[J. elsewhere.

ile tanimlanir. X ve Y'nin kovaryansini bulunuz.

[lk o6nce ortalama degerler hesaplanir. Oncesinde smirlar net olarak

belirlenmelidir:
y<x <1ve0 <y < xolarak iki durumda bakabiliriz.

Eger ki integralin i¢ini dydx siralamasinda yapacaksak bu durumda once y’ye gore
cozecegimizden dolayr y’nin araligt 0 <y < x oldugundan en icteki integralin araligi 0-X
olmalidir. Bu durumda en distaki integral x’e bagli olmak durumunda oldugundan ve x’in

sinirlart y < x < 1 oldugundan integralin sinirlar1 y-1 olmahidir. Fakat en distaki ¢oziime



geldigimizden burada y’ye en kiiciik degeri olan 0 verilir. Bu durumda ortalama asagidaki gibi

yazilir:

fx = fl fx () f (x,y)dydx

En distaki integralin araligt x'instnurlaridir
En icteki integralin araligt y'nin sinirlaridir
Boyle bir durumda dydx olmus olur

Eger ki integralin i¢ini dxdy siralamasinda yapacaksak bu durumda oOnce x’ye gore
¢ozecegimizden dolayr x’nin aralifi y < x < 1 oldugundan en igteki integralin araligi y-1
olmalidir. Bu durumda en distaki integral y’ye bagli olmaktadir. 0 < y < x y’nin sinirlar
oldugundan integralin sinirlar1 0-x olmalidir. Fakat en distaki ¢6zlime geldigimizden burada x’e

en kiiciik degeri olan 0 verilir. Bu durumda ortalama asagidaki gibi yazilir:

Hx = f fl () f (x, y)dxdy
0y

En distaki integralin araligt x'insinirlaridir
En icteki integralin araligt y'nin sinirlaridir
Boyle bir durumda dydx olmus olur

Dolayisiyla iki ¢6ziimde ayni sonucu verecektir.

Uy = f01 fyl(x) f(x,y)dxdy ¢oziimii ile devam edilirse;
11 11

] ] (x)(8xy)dxdy = ] J 8x2ydxdy

0y 0y

3
Bu durumda ilk 6nce fyl 8x2ydx integrali ¢oziiliirse ¢dziim SxTy olur. Bu sonu¢ distaki

integralin igine aktarilir:
18x3y . . 4, . . 101
Jy ——dy olur. Bu integralin sonucu da _’e esit olmus olur. Yani uy = Jo fy (x)(8xy)dxdy =
% . Ayn1 mantikla
101 . . 8
uy = J, fy (¥)(8xy)dxdy isleminin sonucu — olarak bulunur.

Yukarida verilen birlesik yogunluk fonksiyonundan,

E(XY) = fol fyl(xy)(Bxy)dxdy = % bulunur.



Boylece

oxy =EXY) —papy =5 - (g) (3) ~ 225

Iki rastlant1 degiskeni arasindaki kovaryans, iliskinin dogas1 hakkinda bilgi saglasa da,

oxy Olgeksiz olmadigr i¢in oy ymin biiylikligi iliskinin saglamligi hakkinda higbir sey
gostermez. Genlik, hem X hem de Y'yi 6lgmek icin kullanilan birimlere bagli olacaktir.

istatistikte vavein olarak kullanilan korelasyon katsayisi adi verilen kovarvansin olceksiz

bir versivonu vardir.

X ve'Y, standart sapmalari sirasiyla sirasiyla oy ve oy olan, kovaryanslari
oxy olan rastlanti degiskenleri olsun. X ve Y'nin korelasyon (ilinti) katsayis

Oxy
Ox0Oy

Pxy =

*—1<pxy <1

*pxy X ve Y’nin olc¢ii birimlerinden bagimsizdir
*X ve Y arasinda dogrusal bir iliski varsa;
y=ax+bveb>0isepyy =1
y=ax+bveb<0isepyy =—1

Ornek 4.13'te X ve Y arasindaki korelasyon katsayisini bulunuz.
Teorem 4.2’den 6% = E(X?) — u? Tanim 4.1’dende p = E(x) = Y, xf(x)

Dolayisiyla;

o OXY —9/56 _ 1
PxY = ayoy \/m VE

Ornek 4.14'teki X ve Y'nin korelasyon katsayisin1 bulunuz.



Ornek 4.14’te asagidaki ifadeler bulunmustu:

E(XY) = f [ (o) (8xy)dxdy =

9

: 4[4\ (¢
Ovy = B(XY) ~popty =5~ (E) ( ‘

Kovaryansi

11

4

i = [ [ @ @xdxdy =
0y

1,1 8
wr = Jy [, 0)(Bxy)dxdy =
o% = E(X?) — ux

0% = E(Y?) — p2 islemlerinin sonuglar1 i¢in E(X?) ve E(Y?) hesaplanmalidir. Dolayisiyla,

1 1 2
E(x?) = j j () Bxy)dxdy = 5

0y

1 1 1
E(Y?) = f f (7)) (8xy)dxdy = 5

0y

Boylece

4/225 4
XY = - = —.
: J/(2/75)(11/225) /66

Ornek 4.15'teki kovaryansin biiyiikliigii (isareti dikkate alinmadan) Ornek
4.16'dakinden daha biiylik olmasina ragmen, bu iki Ornekteki korelasyon katsayilarinin
biiytikliikleri arasindaki iligskinin tam tersi olduguna dikkat edin. Bu, iliskinin ne kadar gii¢lii

olduguna karar vermek icin kovaryansin biiyiikliigiine bakamayacagimizin kanitidir.

4.3 RASTLANTI DEGISKENLERIN DOGRUSAL (LINEER) BiRLESIMLERININ
ORTALAMALARI VE VARYANSLARI



Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde yer alacak olan rastlanti degiskenlerinin ortalama

ve varyans hesaplamalarini basitlestirecek bazi faydali 6zellikler gelistiriyoruz.

TEOREM 4.5: a ve b sabit ise, 0 zaman
E(ax+b) =aE(x)+b

Sonu¢ 4.1: a = 0 olarak ayarlayarak, E(b) = b oldugunu goriiyoruz.

Sonuc 4.2 b = 0 olarak ayarlayarak, E(aX) = aE(X) oldugunu goriiyoruz.

Ornek 4.17: Teorem 4.5'i kesikli rastlant1 degisken f(X) = 2X - 1'e uygulayarak, Ornek 4.4"

buna gore yeniden ¢oziiniiz.
Cevap 4.17: Teorem 4.5'e gore,

E(2X — 1) =2E(X) — 1. Dolayisiyla,

9

p=EX)=3)_ zf()

B
I

Ornek 4.18: Teorem 4.5'1 siirekli rastlant1 degiskeni g(X) = 4X + 3'e uygulayarak, Ornek 4.5

yeniden ¢6ziiniiz.

Cevap 4.18: Ornek 4.5 igin, E(4X + 3) = 4E(X) + 3 olarak yazmak i¢in Teorem 4.5'i

kullanabiliriz. Dolayisiyla,

2 72 2 3 5
EX):/ 1’(—)031’:/ — dr = —.

E(4X +3) = (4) G) 3-8,



TEOREM 4.6: X rastlant1 degiskeninin iki veya daha fazla fonksiyonunun toplaminin
veya farkinin beklenen degeri, fonksiyonlarin beklenen degerlerinin toplami veya
farkidir. Yani,

E[gX) £ h(X)] = E[g(X)] + E[h(X)]

Ornek 4.19: X, asagidaki gibi olasilik dagilimia sahip rastlant1 degiskeni olsun:

2 3
0

x |0
f(x)

taf= | —

L
G

L
Y = (X - 1)?nin beklenen degerini bulunuz.

Cevap 4.19: Teorem 4.6'y1 Y = (X - 1)2 fonksiyonuna uygulayarak yazabiliriz:
E[(X -1 =E(X*-2X +1)=E(X*) -2E(X) + E(1)

Sonug 4.1'den, E(1) = 1 ve dogrudan hesaplama ile,

E(X)=(0) (%) +(1) G) +(2)(0) + (3) (%)

E(X?) = (0) (%) +(1) (%) +(4)(0) + (9) (%)

E[(X -1 =2—(2)(1)+1=1.

1

2.

Ornek 4.20: Bir market zincirinde belirli bir icecege yonelik haftalik talep, ton cinsinden
siirekli bir rasgele degiskendir g(X) = X% +X-2, burada X, asagidaki f(x) yogunluk

fonksiyonuna sahiptir.

flz) = {2(;::— 1), l<z<?2,

0, elsewhere.

Icecek i¢in haftalik talebin beklenen degerini bulun.

Cevap 4.20: Teorem 4.6’ya gore,
EX?+X-2)=E(X*)+E(X)-E(2).

Sonug 4.1'den, E(2) = 2 olarak integral alirsak,



? P

E(X) :f_ 2r(x — 1) dr = % and E(X?) :f_ 207 (x — 1) dr = %
| ' I

Sonug olarak:

Yani bu magazalar zincirinden igecege haftalik ortalama talep 2500 litre.

Birlesik olasilik dagilimi f(x, y) olan iki rastlanti degiskenimiz X ve Y oldugunu
varsayalim. Sonraki boliimlerde ¢ok yararli olacak iki ek 6zellik, bu iki rastlant1 degiskeninin
toplaminin, farkinin ve ¢arpiminin beklenen degerlerini icermetkedir. Ancak Once, verilen
degiskenlerin fonksiyonlarinin toplaminin veya farkinin beklenen degeri iizerine bir teorem

asagida belirtilmistir. Bu, elbette, Teorem 4.6'nin yalnizca bir uzantisidir.

TEOREM 4.7: X ve Y rastlanti degiskenlerinin iki veya daha fazla fonksiyonunun
toplammin veya farkinin beklenen degeri, fonksiyonlarin beklenen degerlerinin
toplami veya farkidir. Yani,

E[gX,Y) £ h(X,Y)] = E[g(X, Y)] £ E[h(X Y)]

Sonu¢ 4.3: g(X, Y ) =9g(X) ve h(X, Y ) = h(Y ) ise,
E[g(X) + h(Y)] = E[g(X)] £ E[h(Y)]

Sonuc4.4:g(X,Y)=Xveh(X,Y)=Y ise,
E[X + Y] = E[X] + E[Y]

X, A makinesinden bir parcanin giinliik liretimini ve Y, B makinesinden ayn tiirden bir
Ogenin giinliik iiretimini temsil ediyorsa, X + Y, her iki makine tarafindan giinliik olarak iiretilen
toplam parca sayisini temsil eder. Sonug 4.4, her iki makine i¢in ortalama giinliik iiretimin, her

makinenin ortalama giinliik iiretiminin toplamina esit oldugunu belirtir.

TEOREM 4.8: X ve Y iki bagimsiz rastlant1 degisken olsun.
O zaman E(XY ) = E(X)E(Y).




Teorem 4.8, bir yesil zar ve bir kirmizi zar atma deneyi dikkate alinarak kesikli
degiskenler icin gosterilebilir. Rastlant1 degiskeni X'in yesil zardaki sonucu ve Y rastlanti
degiskeninin ise kirmizi zardaki sonucu temsil ettigi varsayilsin. Daha sonra XY, zar ¢iftinde
olusan sayilarin ¢arpimini temsil etmektedir. Uzun zaman doneminde, sayilarin ¢arpimlarinin
ortalamasi, yesil zarda olusan ortalama say1 ile kirmizi zarda olusan ortalama sayinin ¢arpimina

esittir.

Sonuc 4.5: X ve Y iki bagimsiz rastlanti1 degisken olsun.

O zaman Oxy = 0

X ve Y asagidaki birlesik olasilik dagilimina sahip bagimsiz rastlanti
degiskenleridir.

z(1+3y?)
- — [](1‘&2.[]{'@"'&;1.
T,Yy) = : -
f(xy) {D. elsewhere.

Teorem 4.8'in 6nerdigi gibi E(XY) = E(X)E(Y)

oldugunu gosteriniz.

Teoremden;

Lp2 9 25,2 [
E(XY) =/ f M dedy = g E(X) = § and E(Y) =
0 1]

oo | o

e (AN (B 5 e
Boylece E(X)E(Y)= (3) (;) = 2 = E(XY).

TEOREM 4.9: X ve Y birlesik olasihik dagihm f(x, y) olan rastlanti degiskenleri ve a,b
ve ¢ sabit olmak iizere;

2 — 2.2 o P22
Oux+by+c = A°0x + b"0y + 2aboyy

Sonuc 4.6: b=0 ise;

2 ) M) Jp),
Ogx+c — A"0x = A~0

Sonuc¢ 4.7: a=1 ve b=0 ise;

2 _ 2 _ 2
Oxic=0x =0

Sonuc 4.8: b=0 ve c=0 ise;

2 _ 2.2 _ 2 2
o.x = a“oyx = a“o




Ornek 4.22: X ve Y, varyanslar1 6% = 2 ve 6% = 4 ve kovaryansi ayy = —2 olan rastlanti

degiskenleri ise, Z = 3X — 4Y + 8 rastlant1 degiskeninin varyansini bulunuz.

Cevap 4.22: Sonug 4.6’dan ve Teorem 4.9’dan

Gi = '-’f:-':_r—.n'w = U;'i_r —4Y
=002 + 1607 — 240y,
= (9)(2) + (16)(4) — (24)(—2) = 130.

Ornek 4.23: X ve Y, belirli bir kimyasal iiriin grubundaki iki farkli tiirde safsizligin miktarlarini
gostersin. X ve Y'nin varyanslar1 6% = 2 ve 0% = 3 olan bagimsiz rastlanti degiskenleri

oldugunu varsayalim. Z = 3X — 2Y + 5 rastlant1 degiskeninin varyansini bulunuz.

Cevap 4.23: Sonug 4.6’dan ve Teorem 4.10’dan

07 = Uﬁ'i.\'—-zna = O3x _ay
= (9)(2) + (4)(3) = 30.

Sonug¢ 4.6 ve 4.7, bir rastlant1 degiskene bir sabit eklenirse veya ondan ¢ikarilirsa
varyansin degismedigini belirmektedir. Bir sabitin eklenmesi veya ¢ikarilmasi, X'in degerlerini
basitce saga veya sola kaydirir, ancak degiskenligini degistirmez. Bununla birlikte, rastlanti
degiskeni bir sabitle ¢arpilir veya boliiniirse, Sonug 4.6 ve 4.8, varyansin sabitin karesiyle

carpildigini veya boliindiigiinii belirtmektedir.

Sonuc 4.9: X ve Y bagimsiz rastlant1 degiskenleri ise, 0 zaman

2 _ 2.2 2 2
Oax+py = A" 0% + b”oy

Sonuc 4.10: X ve Y bagimsiz rastlanti degiskenleri ise, 0 zaman

2 _ 2.2 2.2
Oax_py = a“0x + b“oy

Sonug 4.11: X1, X2 ,..., Xn bagimsiz rastlant1 degiskenleri ise, 0 zaman

2 _ 2.2 2 2 2 2
04, X +azXp++apnX, — A10%, T A20%, + -+ ayoy_




4.4 CHEBYSHEV TEOREMI

Bolim 4.2'de bir rastlanti degiskeninin varyansinin bize ortalama hakkindaki
gozlemlerin degiskenligi hakkinda bir seyler sOyledigini belirtmistik. Rastlanti degiskeninin
kiiciik bir varyansi veya standart sapmasi varsa, degerlerin ¢cogunun ortalama etrafinda
gruplanmasini bekleriz. Bu nedenle, rastlanti degiskeninin ortalamaya gore belirli bir aralikta
bir deger alma olasiligi, daha biiyiik standart sapmaya sahip benzer bir rastlanti degiskenine

gore daha yiiksektir. Olasihig1_alan_acisindan_diisiiniirsek, biiviik bir o degerine sahip

siirekli bir dagilimin daha biiyiik bir degiskenligi gostermesini bekleriz ve bu nedenle,

Sekil 4.2(a)'daki gibi, alanin daha fazla yayilmasini beklemeliyiz. Kiiciik bir standart sapmaya
sahip bir dagilimin alaninin ¢ogu, Sekil 4.2(b)'deki gibi p'ye yakin olmalidir.

/
| /
1:\ /
il I — X /
7]

(a) (

—

Sekil 4.2: Siirekli gozlemlerin ortalamaya gore degiskenligi.

Kesikli bir dagilim i¢in de ayni sekilde tartisabiliriz. Sekil 4.3(b)'deki olasilik
histogramindaki alan, Sekil 4.3(a)'dakinden ¢ok daha fazla yayilmistir ve dlglimlerin veya

sonuclarin daha degisken dagilimini gostermektedir.

—

& wpore ]

(a)

Sekil 4.3: Kesikli gézlemlerin ortalamaya gore degiskenligi.



Rus matematikci P. L. Chebyshev (1821-1894), ortalamaya gore simetrik olan herhangi
iki deger arasindaki alanin kesirinin standart sapma ile iligkili oldugunu kesfetti. Bir olasilik
dagilim egrisinin altindaki alan veya bir olasilik histogramindaki alan 1'e eklendiginden,
herhangi iki say1 arasindaki alan, bu sayilar arasinda bir deger alan rasgele degiskenin

olasiligidir.

Chebyshev'den kaynaklanan asagidaki teorem, bir rastlant1 degiskenin herhangi bir k
gergek sayisi i¢in ortalamasinin k standart sapmasi dahilinde bir deger alma olasiliginin 6l¢iili

bir tahminini vermektedir.

TEOREM 4.10: CHEBYSHEV TEOREMI: Herhangi bir X rastlanti degiskeninin,
ortalamasimnin k standart sapmasi icinde bir deger alma olasithg en az (1 - 1/k?'dir.

Yani,

1
P(u—k0'<X<u+ka)21—ﬁ

k = 2 i¢in teorem, X rastlant1 degiskeninin ortalamasinin iki standart sapmasi igine
diisme olasiliginm en az 1-1/2% = 3/4 oldugunu belirtmektedir. Yani, herhangi bir dagilimimn
gbzlemlerinin dortte iicli veya daha fazlasi p + 2o araligindadir. Benzer sekilde teorem,

herhangi bir dagilimin gézlemlerinin en az dokuzda sekizinin p + 3¢ araligina diistiigiinii soyler.

Bir rastlant1 degiskeni X, p =8 ortalamasima, 6 = 9 varyansima ve bilinmeyen

bir olasilik dagilimina sahiptir. Buna gore

a) P(—4 <X <20) b) P(jX — 8| > 6)'y1 bulunuz.

(a) P(-4<X <20)=PB—-(4(3)< X <8+ (4)(3)] > 1.
(b) P(|X =8| >6)=1—P(|X —8/<6)=1—-P(—6 <X —8 <6)

—1-P[B—(2)(3) < X <8+ (2)(3)] < E

Chebyshev teoremi herhangi bir gézlem dagilimi igin gegerlidir ve bu nedenle sonuglar
genellikle zayiftir. Teoremin verdigi deger yalnizca bir alt sinirdir. Yani, bir rastlant1 degiskenin
ortalamanin iki standart sapmasi i¢ine diigme olasiligini biliyoruz, ancak gergekte ne kadar fazla
olabilecegini asla bilemeyiz. Yalmizca olasilik dagilimi bilindiginde kesin olasiliklart

belirleyebiliriz. Bu nedenle teoremi dagilimsiz sonug olarak adlandirtyoruz.



PROBLEM 7.1: Bir ucagin belirli bir havaalaninda kalkis izni elde etmesi i¢in gecen dakika
cinsinden siire, rastgele bir degisken Y = 3X —2'dir, burada X,

0, elsewhere.

yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Y rastgele degiskeninin ortalamasini ve varyansini bulunuz.

PROBLEM 7.2: X ve Y'nin asagida gosterildigi gibi ortak olasilik dagilimina sahip bagimsiz

rasgele degiskenler oldugunu varsayalim.

1

5 0.10

25 025
5

0.15 0.10
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a.) E(2X-3Y);

b.) E(XY).

PROBLEM 7.3: X ve Y, varyanslar1 67 = 5 Ve o = 3 olan bagimsiz rasgele degiskenlerse,

Z =—-2X +4Y — 3 rasgele degiskeninin varyansini bulunuz.

PROBLEM 7.4: Bir otomobil {iretim fabrikasinda 120 yeni isin acildigin1 ve 70 pozisyon i¢in
1000 kisinin bagvurdugunu varsayalim. Basvuranlar arasindan en iyi 120'yi segmek i¢in sirket,
mekanik beceri, el becerisi ve matematik becerisini kapsayan bir test uyguluyor. Bu testin
ortalama notu 60'tir ve puanlarin standart sapmasi 6'dir. 84 puan alan bir kisi islerden birine
girebilir mi? [ipucu: Chebyshev teoremini kullanin.] Dagilimin ortalamaya gore simetrik

oldugunu varsayalim.



OLASILIK VE ISTATISTIK

8. /9. HAFTA
BAZI KESIKLI (AYRIK) OLASILIK DAGILIMLARI

5.1 GIRIS

Kesikli bir olasilik dagilimi ister grafiksel olarak bir histogramla, tablo bi¢giminde veya
bir formiil araciligiyla temsil edilsin, bir rastlant1 degiskeninin davranisi agiklanir. Genellikle,
farkl: istatistiksel deneyler tarafindan iiretilen gézlemler ayn1 genel davranis tipine sahiptir.
Sonug olarak, bu deneylerle iligkili kesikli rastlanti1 degiskenleri, esas olarak ayni olasilik
dagilimiyla tanimlanabilir ve bu nedenle tek bir formiille temsil edilebilir. Aslinda, pratikte
karsilasilan kesikli rastlant1 degiskenlerinin gogunu tanimlamak i¢in yalnizca bir avug 6nemli

olasilik dagilimina ihtiyag vardir.

Bu kadar az sayida dagilim, gergek hayattaki birka¢ rastlanti olgusunu tanimlar.
Ornegin, yeni bir ilacin etkinliginin test edilmesini iceren bir calismada, ilact kullanan tiim
hastalar arasinda iyilesen hastalarin sayisi yaklasik olarak bir binom dagilimini izler (Boliim
5.2). Endiistriyel bir 6rnekte, bir iiretim partisinden seg¢ilen bir iiriin numunesi test edildiginde,
numunedeki kusurlu iiriin sayist genellikle bir hipergeometrik rastlanti degisken olarak
modellenebilir (Béliim 5.3). Istatistiksel bir kalite kontrol probleminde, deneyi yapan Kisi,
gozlemsel veriler belirli sinirlari astiginda, islem ortalamasinin bir kaymasini isaret edecektir.
Yanlis alarm tiretmek i¢in gereken 6rnek sayisi, negatif binom dagiliminimn 6zel bir durumu olan
geometrik bir dagilimi takip eder (Béliim 5.4). Ote yandan, bir bireyin kan 6rneginin sabit bir
miktarindaki beyaz kiire sayis1 genellikle rastlantidir ve bir Poisson dagilimi ile agiklanabilir

(B6liim 5.5). Bu béliimde, yaygin olarak kullanilan bu dagilimlari ¢esitli 6rneklerle sunuyoruz.

5.2 BINOM (iKi TERIMLI) VE COK TERIMLi (MULTINOM/MULTINOMINAL)
DAGILIMLAR

Bir deney genellikle, her biri basar1 veya basarisizlik olarak etiketlenebilecek iki olasi
sonucu olan tekrarlanan denemelerden olusmaktadir. En bariz uygulama, her bir denemenin
kusurlu veya kusurlu olmayan bir pargay1 gosterebilecegi, bir montaj hattindan ¢ikan pargalarin
test edilmesiyle ilgilidir. Her iki sonucu da basar1 olarak tanimlamay1 segebiliriz. Siireg,

Bernoulli siireci olarak adlandirilir. Her denemeye Bernoulli denemesi denir.




A. Bernoulli Siireci
Acikcasi, Bernoulli siireci asagidaki ozelliklere sahip olmalidir:
1. Deney, tekrarlanan denemelerden olusur.

2. Her deneme, basarili veya basarisiz olarak siniflandirilabilecek bir sonugla

sonuglanir.
3. p ile gosterilen basar1 olasiligi denemeden denemeye sabit kalir.
4. Tekrarlanan denemeler bagimsizdir.

Ug dgenin bir iiretim siirecinden rastgele secildigi, incelendigi ve kusurlu veya kusursuz
olarak siniflandirildigi Bernoulli deneylerini diigiiniin. Arizal1 bir 6ge basarili olarak belirlenir.
Basarilarin sayisi, 0'dan 3'e kadar tamsay1 degerleri varsayan rastgele bir X degiskenidir. Sekiz

olas1 sonug ve X'in karsilik gelen degerleri sunlardir:

Outcome | NNN NDN NND DNN NDD DND DDN DDD
x 0 1 1 1 2 2 2 3

Ogeler bagimsiz olarak secildiginden ve siirecin %25 kusurlu iirettigini varsaydigimizdan,

P(NDN) = P(N)P(D)P(N) = G) G) G) _ %

Benzer hesaplamalar, diger olast sonuclar i¢in olasiliklar1 verir. X'in olasilik dagilimi bu

nedenle

(3]
=1
u|\‘
- 1
w

@8 & & &

[=r]

B. iki Terimli (Binom) Dagilim

n Bernoulli denemesindeki basarilarin sayisi X, iki terimli rasgele (rastlanti) degisken
olarak adlandirilir. Bu kesikli (ayrik) rasgele degiskenin olasilik dagilimina binom dagilimu
denir ve degerleri, deneme sayisina ve belirli bir denemede basar1 olasiligina bagh
olduklarindan b(x; n, p) ile gosterilecektir. Bu nedenle, X'in olasilik dagilimi i¢in, kusurlarin

sayl1sl



Simdi b(x;n,p) i¢in bir formiil elde etmek i¢in yukaridaki 6rnegi genellestirelim. Yani,
iki terimli bir deney i¢in n denemede x basar1 olasili§in1 veren bir formiil bulmak istiyoruz. Ilk
olarak, belirli bir sirayla x basar1 ve n — x basarisizlik olasiligin1 goz o6niinde bulundurun.
Denemeler bagimsiz oldugundan, farkli sonuglara karsilik gelen tiim olasiliklar1 ¢arpabiliriz.
Her basar1 p olasilikla ve her basarisizlik ¢ = 1 — p olasilikla gergeklesir. Bunedenle, belirtilen
siraigin olasilik p*q™~* 'dir. Simdi, deneyde x basarili ve n — x basarisiz olan 6rnek noktalarm

toplam sayisini belirlemeliyiz. Bu say1, bir grupta x ve digerinde n — x olmak iizere n sonucun
iki gruba ayrilma sayisina esittir ve Boliim 2.3'te tanitildigi gibi (’;) olarak yazilir. Bu boliimler
birbirini digladigindan, genel formiilii elde etmek icin tiim farkli boliimlerin olasiliklarm

toplariz veya basit¢e p* g™ *'i (:) ile ¢arpariz.

Bir Bernoulli denemesi, p olasilikla basarili ve ¢ = 1 —p olasilikla basarisizlikla
sonuglanabilir. Daha sonra, n bagimsiz denemedeki basar1 sayis1 olan binom rastlanti (rastgele)

degiskeni X'in olasilik dagilimi su sekildedir:
b(x;n,p) = ()p*q" ™, x =0,1.2,..,n

Belirli bir tiir cihazin bir ¢arpisma testinden sonra ¢alisiyor olma olasiligi 3/4'tiir.

Test edilen 4 cihazdan 2 tanesinin galistyor olma olasiligini bulunuz.

Testlerin bagimsiz oldugunu ve 4 testin her biri i¢in p = 3/4 oldugunu varsayarsak,

sunu elde ederiz:

v = (o =b(2:0.3) = (3) Gy = o

C. Binom (iki Terimli) Ad1 Nereden Geliyor?

Binom dagilimi adini, (q + p)™nin iki terimli agilimindaki n+ 1 teriminin x =

0,1,2, ..., ni¢in b (x; n,p) 'nin ¢esitli degerlerine karsilik gelmesinden almaktadir. Yani,

( _I_,}J.l_ n no n ',|”_|+ n 32 .';-—2+_“+ n n

=b(0;n,p) +b(1;n,p) +b(2:n,p) +-- -+ b(n;n, p).

q + p = 1, herhangi bir olasilik dagilimi i¢in tutmas1 gereken bir kosul olan;

Z b(z;n,p) =1,
=0



Siklikla P(X < r)veyaP(a < X < b) bulmanin gerekli oldugu problemlerle ilgileniriz.

Binom toplamlar1
B(r;n,p) = Z b(z:n,p)
=0

0.1'den 0.9'a kadar secilen p degerleri n =0,1,2,...,20 icin Ek’te Tablo A.l'de

verilmistir. Tablo A.1'in kullanimim asagidaki ornekle acikliyoruz.

Ornek 5.2: Bir hastanin nadir goriilen bir kan hastaligindan kurtulma olasilig1 0.4'tiir. 15 kisinin

bu hastaliga yakalandig biliniyorsa,

(a) en az 10 kisinin yasama,

(b) 3 ila 8 kisinin yasama ve

(c) tam olarak 5 kiginin yasama olasilig1 nedir?
Cevap 5.2: Hayatta kalan insan sayis1 X olsun.

(@) P(X>10)=1—P(X <10) =1 — ¥°_, b(x; 15,0.4)= 1 — 0.9662 = 0.0338
(b) P(3< X < 8) = ¥8_, b(x;15,0.4) = Y8_, b(x;15,0.4) — ¥2_, b(x;15,0.4)
= 0.9050 — 0.0271 = 0.8779
(¢) P(X=5)= b(5;15,0.4) = ¥5_, b(x; 15,0.4) — $4_, b(x; 15,0.4)
= 0.4032 — 0.2173 = 0.1859

Ornek 5.3: Biiyiik bir zincir perakendeci, bir iireticiden belirli bir tiir elektronik cihaz satin

almaktadir. Uretici, cihazin kusurlu olma oraninin %3 oldugunu belirtmektedir.

(a) Miifettis, bir génderiden rastgele 20 iiriin seger. Bu 20 iiriinden en az birinin kusurlu olma

olasilig1 nedir?,

(b) Perakendecininayda 10 gonderi aldigini ve miifettisin gonderi bagina rastgele 20 cihazi test
ettigini varsayalim. Sevkiyattan se¢ilen ve test edilen 20 cihaz arasindan her biri en az bir

kusurlu cihaz igeren tam 3 sevkiyat olma olasilig1 nedir?

Cevap 5.3: 20 cihaz igindeki arizali cihaz sayistm X ile gosterelim. Daha sonra
X, b(x;20,0.03) dagilimini takip eder. Buradan,

a.) P(X>1)=1-P(X=0)=1- b(0;20,0.03) = 1 — (*7)(0.03)°(1 — 0.03)2°~° = 0.4562



b.) Bu durumda, her goénderi en az bir kusurlu {iriin igerebilir veya igermeyebilir. Bu
nedenle, her sevkiyatin testi, (a) boliimiinden p = 0,4562 olan bir Bernoulli denemesi
olarak goriilebilir. Sevkiyattan sevkiyata bagimsizlik varsayilarak ve en az bir kusurlu
iiriin iceren sevkiyatlarin sayisin1 Y ile ifade ederek, Y baska bir binom dagilimim
b(y; 10,0.4562) takip eder. Oyleyse,

P(Y=3)= (*y)(0.4562)*(1 — 0.4562)'°~3 = 0.1602

D. Uygulama Alanlari

Ornek 5.1'den 5.3'e kadar, iki terimli dagilimin bir¢ok bilimsel alanda uygulama
buldugu a¢ik olmalidir. Bir endiistri miithendisi, endiistriyel bir siirecteki "orantili kusurlu" ile
yakindan ilgilenir. Siirecler icin kalite kontrol 6nlemleri ve 6rnekleme semalar1 genellikle iki
terimli dagilima dayalidir. Bu dagilim, bir siirecin sonucunun ikili oldugu ve siirecin
sonuglarinin bagimsiz oldugu ve basar1 olasiliginin denemeden denemeye sabit oldugu
herhangi bir endiistriyel durum i¢in gecerlidir. Binom dagilimi, tibbi ve askeri uygulamalar i¢in
de yaygin olarak kullanilmaktadir. Her iki alanda da basar1 veya basarisizlik sonucu 6nemlidir.
Ornegin, ila¢ isinde "tedavi" veya "tedavi yok" &nemlidir ve "vurmak" veya "iskalamak"

genellikle giidiimlii bir fiize ateslemenin sonucunun yorumlanmasidir.

Herhangi bir iki terimli rasgele (rastlant1) degiskenin olasilik dagilimi yalnizcan, p ve
q parametreleri tarafindan varsayilan degerlere bagli oldugundan, bir iki terimli rasgele
degiskenin ortalamasinin ve varyansinin da bu parametreler tarafindan varsayilan degerlere
bagli oldugunu varsaymak makul goériinmektedir. Aslinda bu dogrudur ve Teorem 5.1'in
ispatinda n, p ve q'nun fonksiyonlar1 olarak herhangi bir iki terimli rasgele degiskenin

ortalamasini ve varyansini hesaplamak i¢in kullanilabilecek genel formiiller elde ederiz.

TEOREM 5.1: Binom dagilimi b(x; n, p)'nin ortalamasi ve varyansi:

”=n*pvea'2=n*p*q

Belirli bir kirsal topluluktaki tiim i¢gme kuyularinin %30'unda bir kirlilik oldugu
tahmin edilmektedir. Sorunun ger¢ek boyutunun anlasilmasi i¢in bazi testlerin gerekli oldugu
belirlenmistir. Bolgedeki tiim kuyular1 test etmek ¢ok pahalidir, bu nedenle test i¢in rastgele 10

kuyu secilir.

(a) Binom dagilimini kullanarak, varsayimin dogru oldugunu varsayarak, tam olarak 3 kuyunun

Kirli olma olasiligi nedir?



(b) 3'ten fazla kuyunun kirli olasiligi nedir?

a) b(3;10,0.3) = ¥3_, b(x;10,0.3) — ¥2_, b(x; 10,0.3) = 0.6496 — 0.3828 = 0.2668
Diger ¢oziim: P(X = 3) = b(3;10,0.3) = (3’)(0.3)*(1 — 0.3)*°73 = 0.2668

b) P(X >3) =31, b(x;10,03) =1 — P(X < 3) =1 —¥3_, b(x; 10,0.3)
= 1— 0.6496 = 0.3504

Ornek 5.2'deki iki terimli rastgele degiskenin ortalamasini ve varyansini bulun ve

ardindan p + 26 araligini yorumlamak i¢in Chebyshev teoremini kullaniniz.
Ornek 5.2,n=15 ve p= 0.4 ile iki terimli bir deney oldugundan, Teorem 5.1'e gore,
Uu=nxp=15+%04=6vec? =nxpxq=15x04+(1—-0.4) =3.6

3.6'nin karekokiinti alarak 0 = 1.897'yi buluruz. Dolayistyla gerekli aralik 6+(2)(1,897) yani
2,206 ile 9,794 arasindadir. Chebyshev'in teoremi, hastaliga yakalanan 15 hasta arasindaki
iyilesme sayisinin en az 3/4 olasilikla 2.206 ile 9.794 arasinda veya veriler ayrik (kesikli)

oldugu i¢in 2 ile 10 arasinda (dahil) olma olasiliginin oldugunu belirtir.

Ornek 5.4'{in durumunu ele alalim. Kuyularin %30'unun kirli oldugu fikri, bdlge su
kurulu tarafindan ileri siiriilen bir varsayimdan baska bir sey degildir. 10 kuyunun rastgele
secildigini ve 6 kuyunun Kirlilik icerdiginin bulundugunu varsayalim. Bu, varsayim ne anlama

geliyor? Bir olasilik ifadesi kullaniniz.

Oncelikle sunu sormaliyiz: "Eger varsayim dogruysa, 6 veya daha fazla Kirli kuyu
bulmamiz olast midir?"

10 5
P(X>6)= Z b(x;10,0.3) — Z b(x;10,0.3) = 1—0.9527 = 0.0473
x=0 x=0
Sonug olarak, tiim kuyularin yalnizca %30'u Kirliyse, 6 veya daha fazla kuyunun Kirli olmasi
pek olasi degildir (%4,7 sans). Bu, varsayim tizerine 6nemli 6lgilide siiphe uyandirir ve Kirlilik

sorununun ¢ok daha siddetli oldugunu gosterir.



E. Cok Terimli Deneyler ve Cok Terimli Dagilim

Her denemenin ikiden fazla olas1 sonucu olmasina izin verirsek, iki terimli deney ¢ok
terimli bir deney haline gelir. Uretilen bir iiriiniin hafif, agir veya kabul edilebilir olarak
siniflandirilmast ve belirli bir kavsakta meydana gelen kazalarin haftanin giinline gore

kaydedilmesi ¢ok terimli deneyleri olusturur.

Genel olarak, belirli bir deneme, p;,p,,...,prolasiliklar ile k olas1 Ej, E,, ..., Ej
sonugtan herhangi biri ile sonuglanabiliyorsa, ¢ok terimli dagilim n bagimsiz denemede, E;'in
x, kez, E,'nin x, kez ve E,’nin x;, kez meydana gelir meydana gelme olasiligini verecektir,

burada
X1+ x,+ o+ x,=n

Bu ortak olasilik dagilimini su sekilde gosterecegiz:

f(xlfoJ s Xg3 D1 P2y -5 P Tt)
Acikca, p; + p, + -+ pr = 1, ¢linkii her denemenin sonucu k olas1 sonugtan biri olmalidir.

Genel formiilii tliretmek i¢in binom durumunda oldugu gibi ilerliyoruz. Denemeler
bagimsiz oldugundan, E; i¢in x4, E; i¢in x5, . . ., E} igin xi pfl * p;Z * L.k p,f" olasilikla
olusacaktir. n deneme icin benzer sonuglar veren siparislerin toplam sayisi, birinci grupta x4,
ikinci grupta x, ve k. grupta x;, olmak iizere n 6genin k gruba ayrilma sayisina esittir.

Dolayisiyla bu,

( " ) .
X1,X0, ) Xi X1, o xg!

yontemiyle yapilabilir. Tiim boliimler birbirini disladigindan (ayrik) ve esit olasilikla meydana
geldiginden, cok terimli dagilimi, belirli bir diizen i¢in olasiligi toplam boliim sayisiyla ¢arparak

elde ederiz.

Bir deneme py,p,, ..., px olasiliklariile olusan k tane E;, E,, ..., Ej, sonuglarindan birisi
ile sonuglaniyorsa; n tane bagimsiz denemede elde edilen Ey, E,, ..., E;, sonuglarinin olusma

sayilarini temsil eden X, X, ..., X) rastlant1 degiskenlerinin olasilik dagilimai;

Yk x; =nveYr  p; =1 olmak iizere

n

F(X1,%2, o) X1 D1, D2y e s P ) = ( )pfl * Py 2 % kDK

X1,X2, - ,xk



Bir havaalanina ugaklarin gelis ve gidislerinin karmasikligi o kadar fazladir ki,
"ideal" kosullart modellemek icin genellikle bilgisayar simiilasyonu kullanilir. 3 pisti olan
belirli bir havaalani i¢in, ideal ortamda asagidakilerin her bir piste gelisiglizel gelen bir ticari

jet tarafindan erisilme olasiliklar1 oldugu bilinmektedir:

Pist 1: p; = 2/9,

Pist 2: p, = 1/6,

Pist 3: p; = 11/18.

Rastgele gelen 6 ucagin asagidaki sekilde dagilma olasilig1 nedir?
Pist 1: 2 ugak,

Pist 2: 1 ucak,

Pist 3: 3 ucak.

Cok terimli dagilim1 kullanarak,

n
f(xller "-rxk; lep2r ---,pk,n) = <x1,x2, ...,xk> pfl * pgfz ok pl;:k
(2135 515:9) = (35 6) * () - Go)
] o — = — * | — * | —
i\t "9’6’18’ 2,1,3/\9 6 18
6! 2%21'113
= 0.1127

T 20111319261 183

PROBLEM 8/9.1: Antidepresanlarla ilgili tutumlar1 inceleyen ulusal bir arastirma, yanit
verenlerin yaklagik %70'inin "antidepresanlarin ger¢ekten higbir seyi iyilestirmedigini, sadece
asil sorunu orttliglinii" diistindiigiinii ortaya koymustur. Bu arastirmaya gore, rastgele segilen

sonraki 5 kisiden en az 3'liniin bu goriise sahip olma olasilig1 nedir?

PROBLEM 8/9.2: Belirli bir se¢im bolgesine herhangi bir delegenin ugak, otobiis, otomobil
veya trenle gelme olasiligi sirasiyla 0.4, 0.1, 0.3 ve 0.2'dir. Bu toplantiya rastgele secilen 10
delegeden 3'iniin ugakla, 3'linilin otobiisle, 2'sinin otomobille ve 2'sinin trenle gelme olasilig

nedir?



5.3 HIPERGEOMETRIK DAGILIM

Boliim 5.2'deki binom dagilimi ile hipergeometrik dagilim arasindaki farki gérmenin
en basit yolu, drneklemenin nasil yapildigin1 not etmektir. Hipergeometrik i¢cin uygulama
tiirleri, binom dagilimi i¢in olanlara ¢ok benzer. Belirli bir kategoriye giren gézlem sayisi i¢in
hesaplama olasiliklariyla ilgileniyoruz. Ancak iki terimli dagilim s6z konusu oldugunda,
denemeler arasinda bagimsizlik gereklidir. Sonug¢ olarak, bu dagilim, 6rnegin, ¢cok sayida
kalemden (kart destesi, tiretim kalemleri partisi) numune almaya uygulanirsa, numune alma,
gozlemlendikten sonra her bir kalemin degistirilmesiyle yapilmalidir. Ote yandan,
hipergeometrik dagilim bagimsizlik gerektirmez ve degistirmeden yapilan Orneklemeye

dayanur.

Hipergeometrik dagilim i¢in uygulamalar, kabul 6rneklemesinde, elektronik testlerde
ve kalite giivencesinde yogun kullanimla birlikte bir¢ok alanda bulunur. Ac¢ikgasi, bu alanlarin
bircogunda, test edilen 6ge pahasina test yapilir. Yani, 6ge yok edilir ve bu nedenle numunede
degistirilemez. Bu nedenle, degistirmeden 6rnekleme gereklidir. Oyun kartlariyla ilgili basit bir

ornek, ilk drnegimiz olacak.

52 iskambillik siradan bir desteden 5 ¢ekiliste 3 kirmiz1 kart gorme olasiligini bulmak
istiyorsak, Bolim 5.2'deki binom dagilimi, bir sonraki cekilis yapilmadan once her kart
degistirilmedikce ve deste yeniden karigtirilmadik¢a gecerli degildir. Degistirmeden 6rnekleme
problemini ¢6zmek i¢in, sorunu yeniden ifade edelim. Rastgele 5 kart c¢ekilirse, destedeki
mevcut 26 karttan 3 kirmizi kart ve destedeki 26 karttan 2 siyah kart se¢cme olasiligiyla
ilgileniyoruz. 3 kirmizi kart segmenin (236) yolu vardir ve bu yollarin her biri igin (226) yoldan
2 siyah kart segebiliriz. Bu nedenle, 5 ¢ekiliste 3 kirmiz1 ve 2 siyah kart1 segme yollarinin
toplam sayis1 (236) (226)'dir. Mevcut 52 karttan herhangi 5 tanesini segcmenin toplam yolu (552)'tir.

Bunedenle, 3'ii kirmizi ve 2'si siyah olan 5 kart1 degistirmeden se¢gme olasilig1 su sekilde verilir:

26! 26!
(236()52()226) = Hee-amGe-2l — () 3251
5

5!(52—-5)!



Genel olarak, N 6geden n biiyiikliigiinde rastgele bir 6rnek segildiginde, basarilar olarak
etiketlenmis k Ogeden k basari ve basarisizlik olarak etiketlenmis N — k 6geden n — x
basarisizlik segme olasiligiyla ilgileniyoruz. Bu, hipergeometrik bir deney olarak bilinir, yani

asagidaki iki 6zellige sahiptir:

1. N 06geden degistirilmeden n biiyiikligiinde rastgele bir ornek segilir. Yani N tane
O0geden n tanesi segildikten sonra tekrar yerine konmaksizin se¢cim yapmaya devam
edilir.

2. N 0Ogeden k tanesi basar1 olarak smiflandirilabilir ve N — k basarisizlik olarak

siniflandirilir.

Hipergeometrik bir deneyin basarisinin X sayisina hipergeometrik rasgele degisken
denir. Buna gore, hipergeometrik degiskenin olasilik dagilimi hipergeometrik dagilim olarak

adlandirilir ve degerleri h(x; N, n, k) ile gosterilir.

Hipergeometrik rasgele degisken X'in olasilik dagilimi, k 'nin basari olarak etiketlendigi
ve N — k 'min basarisizlik olarak etiketlendigi N 6geden secilen n biiyiikliigiindeki rastgele bir

orneklemdeki basarilarin sayisi:

() (s
()

x 'in aralig1, tanimdaki li¢ binom katsayisi tarafindan belirlenebilir; burada x ve n — x,

h(x;N,n, k) =

sirastyla k ve N — k 'dan fazla degildir ve her ikisi de 0'dan kiigiik olamaz. Genellikle, her ikisi
de k ( basari sayisi) ve N — k (basarisizlik sayist) drnek boyutu n 'den biiyiikse, hipergeometrik

bir rasgele degiskenin aralig1 x = 0,1,2, ..., n olacaktir.

Enjeksiyon cihazi olarak kullanilan belirli bir par¢a 10'Iu partiler halinde satilir.
Partide birden fazla kusur yoksa iiretici partiyi kabul edilebilir bulur. Bir numune alma plan,
rasgele numune almay1 ve 10 parcadan 3'iiniin test edilmesini igerir. 3 par¢adan hi¢biri kusurlu

degilse parti kabul edilir. Bu planin faydas1 hakkinda yorum yapiniz.

Partinin gergekten kabul edilemez oldugunu varsayalim (yani, 10 par¢adan 2'sinin

kusurlu oldugunu). Numune alma planinin partiyi kabul edilebilir bulma olasilig

© G)
(3)

P(X=0) = = 0.467



Bu nedenle, 2 kusurlu parga ile parti gergekten kabul edilemez ise, bu numune alma plani
kabaca zamanin %47'sinde kabule izin verecektir. Sonu¢ olarak, bu plan hatali kabul

edilmelidir.

40 parcadan olusan lotlarin her biri, 3 veya daha fazla kusur igeriyorsa kabul
edilemez olarak kabul edilir. Bir partiden numune alma prosediirii, rasgele 5 bilesen segcmek ve
kusurlu bulunursa partiyi reddetmektir. Partinin tamaminda 3 kusur varsa, numunede tam

olarak 1 kusurlu bulunma olasilig1 nedir?

n=>5 N =40, k =3 vex =1 ile hipergeometrik dagilimi kullanarak, 1 kusurlu

elde etme olasiligini su sekilde buluyoruz:

_ Q)G G (6
() (¥)

Bir kez daha, bu plan, zamanin yalnizca yaklasik %30'unda kotii bir parti (3 kusurlu) tespit

h(x; N,n k) = h(1;40,5,3) = =0.3011

ettiginden arzu edilmez.

TEOREM 5.2: Hipergeometrik dagilimi h(x; N, n, k) ortalamasi ve varyansi:

nk 2 N-n k k
= — = —— %N *— % —_—
H=Veo" =——*n*_ 1 N)

Istatistikgiler, partileri veya ¢ok sayida malzemeyi kabul etmek veya reddetmek
icin Ornekleme planlarini kullanir. Bu 6rnekleme planlarindan birinin, 12'si kusurlu olan 100
ogelik bir partiden 10 6geyi bagimsiz olarak 6rneklemeyi icerdigini varsayalim. 12'si kusurlu

olan 100 6gemiz var. 10'luk bir numunede 3'liniin kusurlu olma olasilig1 nedir?

Hipergeometrik olasilik fonksiyonunu kullanarak,

G G

h’(x; Nlnl k) -

12 88
= h(3;100,10,12) = % = 0.08

N
(n) 10
Ornek 5.9'daki rastgele degiskenin ortalamasini ve varyansmni bulun ve ardindan

u £ 2o araligini yorumlamak i¢in Chebyshev teoremini kullaniniz.

Ornek 5.9, Teorem 5.2'ye gore N = 40, n = 5 ve k = 3 ile hipergeometrik bir deney

oldugundan,
p="25=22%_ 0375 ve g2 =N_n*n*—*(1—£) =200 5*1*(1—3) = 0.3113
N 40 N-1 N 40-1 40



0,3113"in karekokiinii alarak ¢ = 0,558'i buluruz. Bu nedenle, gerekli aralik 0,375 + (2)(0,558)
veya -0,741 ila 1,491'dir. Chebyshev'in teoremi, 3'i kusurlu olan 40 bilesenden rastgele 5
bilesen se¢ildiginde elde edilen kusur sayisinin, -0.741 ile 1.491 arasinda diisme olasiliginin en

az 3/4 oldugunu belirtir. Yani, zamanin en az dortte iigiinde, 5 bilesen 2'den az kusur igerir.
A. Binom (iki Terimli) Dagilimi ile Hipergeometrik Dagihm Arasindaki liski

Bu boliimde, genis uygulanabilirligi olan birka¢ onemli ayrik (kesikli) dagitimi
tartisacagiz. Bu dagitimlarin ¢ogu birbiriyle giizel bir sekilde iliskilidir. Yeni baslayan 6grenci
bu iligkiler hakkinda net bir anlayis kazanmalidir. Hipergeometrik ve binom dagilimi arasinda
ilging bir iligki vardir. Tahmin edilebilecegi gibi, eger n, N 'ye kiyasla kiiciikse, N 6genin dogasi
her ¢ekiliste cok az degisir. Dolayisiyla, n, N 'ye kiyasla kii¢iik oldugunda hipergeometrik
dagilim1 yaklasik olarak tahmin etmek i¢in bir binom dagilimi kullanilabilir. Aslinda, pratik bir

kural olarak, % < 0.05 oldugunda yaklagim iyidir.

Boylece, % miktart p binom parametresinin roliinii oynar. Sonug olarak, binom dagilima,
hipergeometrik dagilimin genis niifuslu bir versiyonu olarak goriilebilir. Ortalama ve varyans;

K k k
uzn*pz%veaz=n*p*q=n*ﬁ*(1—ﬁ)

Bu formiilleri Teorem 5.2'dekilerle karsilastirdigimizda, ortalamanin ayni oldugunu ancak

(N-n)
varyansm o —-

diizeltme faktorii kadar farkli oldugunu goriiyoruz; bu, n, N 'ye gore kiiciik

oldugunda ihmal edilebilir.

Bir otomobil lastigi iireticisi, yerel bir distribiitore gonderilen 5000 adetlik bir
sevkiyattan 1000 tanesinin hafif¢e kusurlu oldugunu bildirdi. Distribiitérden bu lastiklerden

rastgele 10 tane alinirsa, tam olarak 3 tanesinin kusurlu olma olasilig1 nedir?

N = 5000, 6rneklem biiyiikliigii n = 10 'a gore biiylik oldugundan, istenen

olasilig1 binom dagilimini kullanarak yaklasik olarak hesaplayacagiz. (Yani % = % =0.02 <

0.05 oldugundan binom dagilim kullanilabilir.) Kusurlu bir lastik elde etme olasilig1 0.2 (P =

k 1000
- = _)

¥ = 5000 'dir. Bu nedenle, tam olarak 3 kusurlu lastik elde etme olasiligy,

() (s
()

1000\ (5000-1000
) (

10-3 _
G =0.2015

10

h(x;N,n k) = = h(3;5000,10,1000) =




10
= b(3;10,0.2) = ( ; ) (0.2)3(1 — 0.2)10-3 = 0.2013

10 5
= Z b(x;10,0.3) — Z b(x;10,0.3) 0.8791 — 0.6778 = 0.2013

x=0 x=0

N 6ge, sirasiyla aq, ay, ..., a; 0geleri olan k hiicre A4, A,, ..., Ay ya boliinebilirse, o
zaman n biiytlikliigiindeki rastgele bir 6rneklemde A4, 4,, ..., A;'den segilen dgelerin sayisini

temsil eden X, X, ..., X, rasgele degiskenlerinin olasilik dagilimi su sekildedir:
Yk x;=nveY p; =1 olmak iizere
a a a
() () ()
n)
n

Biyolojik bir vaka ¢alismasi igin 10 kisilik bir grup kullanilmaktadir. Grupta kan

f(x1, %2, o, Xg; A1, Az, oo, Ay, N, M) =

grubu O olan 3, A grubu olan 4 ve B grubu olan 3 kisi vardir. 5 kisiden olusan rastgele bir
ornegin 0 kan grubuna sahip 1 kisi, A kan grubuna sahip 2 kisi ve B kan grubuna sahip 2 kisiden

olusma olasilig1 nedir?

Hipergeometrik dagilimmn x; = 1,x, = 2,x3 =2,a;, =3,a, =4,a3 =3, N =

10 ve n = 5 ile uzantisin1 kullanarak, istenen olasilig1 buluruz:
SIGEE)
()

DEE) _ 3

= £(1,2,2;3,4,3,10,5) = RO
5

f(x1, %2, o, X Qq, Az, oo, Ay, N, M) =
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Table A.1 Binomial Prohability Sums

b(z;n,p)

P
n r 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
1 0 09000 08000 05500 05000 06000 05000 04000 03000 02000 01000
1 10000 10000  1.0000  L.0000 10000 L0000 10000  1.0000  1.0000  1.0000
2 0 08100 06400 05625 04000 03600 02500 0.1600 00900 00400  0.0100
1 09900 09600 09375 09100 08400 05500 0.6400 05100 0.3600  0.1900
2 10000 1.0000  1.0000  L.00OO 10000 L0000 10000 1.0000  1.0000  1.0000
3 0 07290 05120 04219 03430 02160 0.1250 0.0640 0.0270 0.0080 0.0010
1 09720 08960 08438 0.v840 0.6480 05000 03520 0.2160 0.1040 0.0280
2 09990 09920 09844 09730 09360 08750 0.7340 0.6570 0.48380 0.2710
3 L0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000  1.0000 100000 1.0000
4 0 0.6561 04096 03164 02401 01206 00625 0.0256 00051 0.0016 0.0001
1 09477  0.8192 0.7383 0.6517 04752 03125 01792 0.0837 0.0272 0.0037
2 09963 09728 09492 09163 0.8208 06875 0.5248 03483 0.1808 0.0523
3 09999 09934 09961 09919 09744 09375 0.8704 0.7599 0.5004 0.3439
4 10000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000  1.0000 100000 1.0000
5 0 0595 03277 02373 01681 00778 00313  0.0102 0.0024 0.0003 0.0000
1 09185 0.7373 0.6328 05282 03370 01875 0.0870 0.0308 0.0067 0.0005
2 09914 09421 08965 0.8369 0.6826 05000 03174 01631 00579 0.0086
3 09995 09933 09844 09692 0.9130 08125 0.6630 04718 0.2627 0.0815
4 10000 09997 09990 09976 0.9893 09638 09222 0.8319 0.6723 0.4095
5 L0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 100000 1.0000
6 0 05314 02621 01780 01176 00467 00156 0.0041 00007  0.0001  0.0000
1 0.8857 06554 05330 04202 02333 01094 0.0410 0.0109 00016 0.0001
2 09842 09011 08306 07443 05443 03438 01792 00705 00170 0.0013
3 09987 09830 09624 09205 08208 0.6563 0.4557  0.2557  0.0980  0.0159
4 09999 09934 09954 09891 0.9590 08906 0.7667 057985 0.3446 0.1143
5 L0000 09999 09993 09993 0.9959 09844 09533 0.8324 0.7379 0.4686
6 L0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000  1.0000 100000 1.0000
T 0 04783 02097 0.1335 00824 00280 00078 0.0016 00002 0.0000
1 0.8503 0,577 04449 03294 0.1586 00625 0.0188 0.0038 0.0004 0.0000
2 09743 0.8520 0.7564 06471 0.4199 02266 0.0963 0.0288 0.0047 0.0002
3 09973 09667 09294 08740 0.7102 05000 0.2898 01260 0.0333 0.0027
4 09998 09953 09871 09712 0.9037 07734 05801 0.3529 0.1480 0.0257
5 L0000 0.999% 09987 09962 0.9812 09375 0.8414 0.6706 04233 0.1497
6 1.0000 09999 09995 09984 09922 09720 09176 0.7903 0.5217
T 1.0000  1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.00000 1.0000



¥

Table A.1 (continued) Binomial Probability Sums %
=0}

b(x:n, p)

p
n r 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.80
8 0 04305 01678 0.1001 0.0576 0.01658 00039 00007 00001 0.0000
1 08131 05033 03671 0.2553 0.1064  0.0352  0.0085 0.0013  0.0001
2 09619 0.7969 0.6785 05518 03154 01445 0.0498  0.0113 00012 0.0000
3 09950 09437  0.8862 0.8050 05041 03633 01737 0.0580  0.0104  0.0004
4 09996 09896 09727 09420 08263 06367 04059 01941 00563 0.0030
5 10000 09958  0.9958 09887 09502 08555 0.6846 04482 02031 0.0381
6 0.9999  0.9996 0.9987 0.9915 09648 0.8036 0.7447 04967 0.1869
T 1.0000  1.0000 0.9999 0.9993 09961 0.9832 09424 0.8322 0.5695
8 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000  1.0000
9 0 03874 01342 00751 0.0404 0.0101 00020  0.0003  0.0000
1 0.5748 04362 0.3003 01960 00705 00195 0.0038 0.0004 0.0000
2 09470 0.7382  0.6007 04628 02318 00898 0.0250 00043  0.0003  0.0000
3 09017 09144 0.8343  0.7207  0.4826 02539 0.0994 0.0253 0.0031 0.0001
4 09901 09504 0.9511 09012 07334 05000 02666 00088 0.0196  0.0009
5 09000 09960 09900 09747 00006 07461 05174 02703 00856  0.0033
6 10000 09997 09987 09957 09750 09102 0.7682 05372 0.2618 0.0530
T 1.0000  0.9999 0.999% 0.9962 09805 0.9295 08040 0.5638 0.2252
8 1.0000  1.0000 09997  0.9980 09309 09596 0.2658 (0.6126
9 1.0000  1.0000  1.0000  1.00000  1.0000  1.0000
10 0 03487 01074 00563 0.0282 00060 00010 0.0001  0.0000
1 0.7361 03758 0.2440 01493 0.0464 00107 00017  0.0001  0.0000
2 09208 06778 0.5256 0.3828 0.1673 00547 0.0123 0.0016 0.0001
3 09872 08791 07759 0.6496 0.3823 0.1719 0.0548 0.0106 0.0009  0.0000
4 09984 09672 09219 0.8497 0.6331 03770 0.1662 0.0473 0.0064 0.0001
5 09999 09936 09803 09527 0.833%8 0.6230 0.3669 0.1503 0.0328 0.0016
6 10000 09991 09965 09804 09452 0.8281 0.6177 03504 0.1209 0.0128
T 0.9999 0.99%6 0.9984 09877 09453 0.8327 0.6172 03222 0.0702
8 1.0000  1.0000 0.9999 09933 09893 0.9536 0.8507 0.6242 0.2639
9 1.0000  0.9999 09990 09940 09718 0.8926 0.6513
10 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
11 0 0.313%8 0.0859 0.0422 0.0198 0.0036 0.0005 0.0000
1 06974 03221 01971 01130 0.0302  0.0059 0.0007  0.0000
2 09104 06174 04552 03127 0.1189 0.0327 0.0059 0.0006  0.0000
4 09815 03389 0.7133 0.5696 02963 01133 0.0293 0.0043 0.0002
4 09972 09496 0.8854 0.7897 0.5328 0.2744 0.0994 0.0216 0.0020 0.0000
5 09997 0.9383 09657 09218 0.7535 05000 0.2465 0.0732 0.0117 0.0003
6 10000 09980 09924 09784 09006 0.7256 04672 02103 0.0504 0.0028
T 0.9998 09988 09957 09707 0.8867 0.7037 04304 0.1611 0.0185
] 1.0000  0.9999 09994 09941 09673 0.8811 06873 03826 0.0806
9 1.0000  1.0000 09993 09941 09698 0.8870 06779 0.3026
10 1.0000  0.9995 09964 09802 09141 0.6862
11 10000  1.0000 100000 1.0000  1.0000



Table A.1 (continued) Binomial Probability Sums % b(x;n,p)

p
n r 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
12 0 02824 0.0687 00317 00138 0.0022 00002 0.0000
1 06390 02749  0.1584 0.0850 0.0196 0.0032 0.0003 0.0000
2 08891 05583 03907 02528 0.0834 0.0193 0.0028 0.0002 0.0000
3 09744 0.7946 0.6488 04925 0.2253 0.0730 00153 0.0017  0.0001
4 09957 09274 0.8424 0.7237 0.4382 01938 00573 0.0095 0.0006  0.0000
3 09995 09806 09456 0.8822 0.6652 03872 0.1582 0.0386 0.0039 0.0001
6 09999 09961 09857 09614 0.8418 0.6128 03342 0.1178  0.0194  0.0005
T 10000 09994 09972 00005 09427 08062 05618 0.2763 0.0726 0.0043
8 0.9999 0.999 09933 09347 009270 07747 05075 02054 0.0256
9 10000 1.0000 09995 09972 09807 09166 0.7472 04417 0.1109
10 1.0000 09997 009968 09804 09150 0.7251 0.3410
11 1.0000 09098 09978 09862 09313 0.7176
12 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
13 0 02542 0.0550 0.0238 00097 0.0013 00001  0.0000
1 06213 02336 01267 00637 0.0126 0.0017 00001  0.0000
2 08661 05017 03326 02025 0.0579 0.0112 0.0013 0.0001
3 09658 07473 05843 04206 0.1686 0.0461 0.0078 0.0007  0.0000
4 09935 09009 0.7940 06543 03530 01334 0.0321  0.0040 0.0002
3 09991 009700 09198 08346 05744 02905 00977  0.0182 0.0012  0.0000
6 09999 09930 089757 09376 0.7712 05000 0.2288 0.0624 0.0070  0.0001
T LO0ODD 009988 09044 09818 09023 07095 04256 0.1654 0.0300  0.0009
8 09998  0.9990 09960 09679 08666 06470 0.3457 0.0091  0.0065
9 1.0000 09999 09993 09922 09539 0.8314 05794 0.2527 0.0342
10 1.0000 09999 0.9987 09888 09421 0.Y975 04933 0.1339
11 1.0000  0.9999 00083 09874 09363 0.7664 03787
12 1.0000  0.9099 09987 09903 09450 0.7458
13 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
14 0 022833 0.0440 00178 0.0068 0.0008 00001  0.0000
1 05846 01979 01010 0.0475 0.0081  0.0009  0.0001
2 0.8416 04481 02811 0.1608 0.0398 0.0065 0.0006 0.0000
3 09559 06982 05213 03552 01243 0.0287  0.0039  0.0002
4 09908 0.8702 0.7415 05842 0.2793 00898 00175 0.0017 0.0000
5 09935 009561 08883 0.7805 04839 0.2120 00583 0.0083 0.0004
6 09998 09884 09617 09067 06925 03953 01501 0.0315 0.0024  0.0000
T LO0DD 09976 09807 09685 0.8499 06047 03075 0.0933  0.0116 0.0002
8 09996 09978 00917 09417 07330 05141 0.2195 0.0439 0.0015
9 1.0000 09997 09983 09825 09102 0.7207 04158 01298 0.0092
10 1.0000 09995 09961 09713 08757 0.6448 03018 0.0441
11 1.0000  0.9994 00035 09602 0.8392 0.5519 0.1584
12 0.9999 09991 09919 09525 0.8021 0.4154
13 1.0000 09090 09992 09932 09560 0.7712
14 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
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Table A.1 (continued) Binomial Probability Sums 3
=1}

b(x;n, p)

p
n r 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
15 0 02059 0.0352 00134 00047 0.0005  0.0000
1 05490 01671 00802 00353 0.0052  0.0005  0.0000
2 0.5159 03980 0.2361 01268 00271 0.0037 0.0003  0.0000
3 09444 0.6482 04613 02069 0.0005 0.0176 0.0019 0.0001
4 09573 0.8358 0.6865 0.5155 0.2173 0.0592 00093 0.0007  0.0000
5 09978 00380 0.8516 0.5216 04032 01509 00338 00037 0.0001
6 09997 09819 09434 08680 0.6098 0.3036 0.0950 0.0152 0.0008
T L0000 00958 09527 09500 0.78609 05000 02131 0.0500 0.0042  0.0000
8 0.9992 09958 09848 09050 06964 03902 01311 00181 0.0003
L] 0.9999 09992 09963 09662 0.8491 05968 0.2784 0.0611 0.0022
10 1.0000  0.9999 09993 09907 09408 0.7827 04845 0.1642 0.0127
11 10000 09999 09931 09324 09095 07031 03518 0.0556
12 1.0000  0.9997  0.0963 009720 08732 06020 01841
13 1.0000  0.9995 0.9948 09647 0.8320 0.4510
14 1.0000 09995 09953 09645 0.7941
15 1.0000 10000  1.0000  1.0000
16 0 0.1853 0.0281 00100 00033 0.0003  0.0000
1 05147 01407 00635 00261 0.0033  0.0003  0.0000
2 07392 03518 01971 00994 0.0183 0.0021 0.0001
3 09316 05881 04050 02459 0.0651 0.0106 00009 0.0000
4 09830 0.v982 0.6302 04499 0.1666 0.0384 00049 0.0003
53 09967 09183 0.8103 06598 0.3288 0.1051 0.0191 0.0016 0.0000
6 09995 00733 09204 0.8247 0.6272 0.2272 00583 0.0071 0.0002
T 09999 09930 009729 09256 0.7161 04018 0.1423 0.0257 0.0015 0.0000
8 10000 00985 09925 009743 08577 05082  0.2830 00744 0.0070  0.0001
9 0.9995 09934 09929 09417 0.7728 04728 01753 0.0267 0.0005
10 1.0000 09097 09984 098509 0.8049 0.6712  0.3402  0.0817  0.0033
11 1.0000  0.9997 09951 09616 0.8334 05501 0.2018 0.0170
12 1.0000  0.9991 09394 09349 0.7541 0.4019 0.0684
13 0.9999 009979 09317 09006 0.6482 0.2108
14 1.0000  0.9997 09967 09739 0.8593 0.4853
15 1.0000 09997  0.9967 09719 0.8147
16 L0000 1.0000 10000  1.0000



Table A.1 (continued) Binomial Probability Sums 3 &(z;n,p)
=0

P
n r 010 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
17 0 01668 0.0225 00075  0.0023  0.0002  0.0000

1 0.481% 01182 00501 00193 00021 00001 0.0000

2 0.7618 03096 01637 00774 00123 00012 0.0001

3 09174 05480 03530 02019 0.0464 0.0064 0.0005  0.0000

4 09779 0.7582 05739 03887 0.1260 0.0245 0.0025 0.0001

5 09953 08943 07653 05968 0.2639 00717 0.0106  0.0007  0.0000

6 09992 09623 08929 0772 04478 01662 0.0345 0.0032 0.0001

T 09999 09801 (09598 08954 0.6405 03145 00919 00127 0.0005

8 L0000 09974 09876 00597 0.8011 05000 01939 00402 00026 0.0000

L] 0.0095 09969 095873 09051 06855 03505 01046 00100 00001
10 0.9999 09994 09968 09652 0.8338 05522 02248 00377  0.0008
11 1.0000  0.9999 09993 09894 09283 07361 04032  0.1057  0.0047
12 1.0000 09999 09975 09755 058740 0.6113 0.2418 0.0221
13 1.0000 0.9995 09936 09536 0.7981 04511 0.0826
14 0.9999 09083 09877 0.9226 0.6004 02382
15 1.0000 09099 09979 09807 (0.8818 0.5182
16 10000 09998 09977 09775 08332
17 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000

18 0 01501 0.01%0 0.0056 0.0016 0.0001  0.0000

1 04503 00991 0039 00142 00013  0.0001

2 0.733%8 02713 01353 0.0600 0.0082  0.0007  0.0000

3 09018 05010 030567 01646 0.0328 0.0038 0.0002

4 09718 07164 05187 03327 0.0942 0.0154 0.0013  0.0000

5 09936 08671 07175 05344 02088 0.0481 0.0058 0.0003

6 09988 09487 08610 05217 03743 01180 00203 00014 0.0000

T 09998 09837 09431 08593 05634 02403 0.0576 0.0061  0.0002

8 L0000 09957 09807 09404 0.7365 04073 01347  0.0210 0.0009

L] 0.9991 09946 09790 0.8653 05927 02632 00596 00043 0.0000
10 0.0998 0.9988 009939 09424 07597 04366 01407 00163 0.0002
11 1.0000 09998 0998 09797 08811 06257 02783 0.0513 0.0012
12 1.0000 09997 09942 09519 07912 04656 0.1320 0.0064
12 1.0000  0.9987 09846 09058 0.6673 0.2836 0.0282
14 0.9998 09062 09672 0.8354 0.4990 0.0982
15 1.0000 09993 09918 09400 07287 02662
16 0.9009  0.9087 00858 0.0000 0.5497
1T 10000 09999 099584 09520 08499
18 1.0000  L.0000  1.0000  1.0000



Table A.1 (continued) Binomial Probability Sums %

T

i}

blrn,p

P
n r 0.10 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
19 0 0.1351 0.0144 0.0042 0.0011 0.0001

1 04203 00820 0.0310 0.0104 0.000%8 0.0000

2 07054 02369 01113 00462 0.0055 0.0004  0.0000

3 0.8850 04551 02631 01332 0.0230 0.0022 0.0001

4 09648 0.6733 04654 0.2822  0.0696 0.0096 0.0006  0.0000

5 09914 08369 06678 04739 01629 0.0318 00031 0.0001

6 09933 09324 08251 06655 03081 0.0835 0.0116 0.0006

T 009997 009767 00225 08180 04878 01796 0.0352 0.0028  0.0000

8 10000 09923 09713 09161 06675 03238 00885 0.0105 0.0003

9 0.9954 09911 09674 08139 05000 0.1861 0.0326 0.0016
10 0.9907 09977 09805 00115 0.6762 03325 0.0839 0.0067 0.0000
11 10000 009995 00972 09648 0.8204 0.5122 01820 0.0233 0.0003
12 0.9999 09994 09334 009165 06919 03345 00676 0.0017
13 1.0000 09999 09969 09682 0.8371 05261 0.1631 0.0086
14 1.0000 09994 09904 009304 07178 03267 0.0352
15 0.9999 00978 09770 0.8668 0.5449 0.1150
16 1.0000 0.9996 09945 09538 0.7631 0.2046
17 1.0000 09992 09806 00171 05797
18 0.9999 09989 09856 0.8649
19 10000 1.0000  1.0000  1.0000

20 0 01216 00115 0.0032 0.0008  0.0000

1 03917 00692 00243 0.0076  0.0005  0.0000

2 06760 02061 0.0913 0.0355 0.0036 0.0002

3 08670 04114 02252 01071 0.0160 0.0013 0.0000

4 00568 0.6206 041458 02375 0.0510 0.0059  0.0003

5 (09887 08042 06172 04164 01256 0.0207 0.0016  0.0000

6 09976 09133 07858 06080 02500 0.0577 0.0065 0.0003

T 09936 09679 0.8982 07723 04159 01316 00210 0.0013 0.0000

8 00000 00900 00591 08867 05956 02517 00565 0.0051  0.0001

9 10000 009974 009861 09520 05553 04119 01275  0.0171  0.0006
10 0.9994 09961 09820 08725 05881 02447 0.0480 0.0026 0.0000
11 0.9999 09991 09949 09435 0.7433 04044 01133 0.0100 0.0001
12 1.0000  0.9995 09937 09790 0.8684 05841 02277 0.0321 0.0004
13 1.0000 09997 09935 09423 07500 0.3920 0.0867 0.0024
14 1.0000 09984 09793 08744 05836 0.1958 0.0113
15 0.9997 00041 09490 0.7625 0.3704 0.0432
16 1.0000  0.99587 09840 0.8929 0.5886 0.1330
17 0.9995 09964 09645 0.7939 0.3231
18 1.0000 09995 09924 09308 0.6083
19 1.0000 0.9992 0.9885 0.8784
20 1.0000  1.0000  1.0000




OLASILIK VE iSTATISTIK

10. HAFTA
BAZI KESIKLI (AYRIK) OLASILIK DAGILIMLARI (DEVAM)

5.4 NEGATIF BiNOM (iKi TERIMLI) DAGILIM

Ozelliklerin iki terimli bir deney icin listelenenlerle ayn1 oldugu bir deneyi diisiinelim,
tek istisna, denemelerin sabit sayida basar1 elde edilene kadar tekrarlanmasidir. Bu nedenle, n
'nin sabit oldugu n denemede x 'in basari olasilig1 yerine, artik k 'inc1 basarinin x 'inci denemede

meydana gelme olasilifiyla ilgileniyoruz. Bu tiir deneylere negatif binom deneyleri denir.

Ornek olarak, kullanildig1 vakalarin %60'mda etkili oldugu bilinen bir ilacin kullanimin
diisiiniin. ilag, hastaya bir dereceye kadar rahatlama saglamada etkiliyse, basarili olarak kabul
edilecektir. Rahatlama yasayan besinci hastanin, belirli bir hafta i¢cinde ilac1 alan yedinci hasta
olma olasiligini bulmakla ilgileniyoruz. Basarty1 S ile ve basarisizlig1 F ile belirterek, istenen

sonuca ulasmanin olasi bir sirasi,
(0.6)(0.4)(0.6)(0.6)(0.6)(0.4)(0.6) = (0.6)7(0.4)2.

olasilikla meydana gelen SFSSSFS'dir.

Besinci bagar1 olmasi gereken son sonug disinda, F'leri ve S'leri yeniden diizenleyerek olasi tiim
siralamalar listeleyebiliriz. Olast siparislerin toplam sayisi, bir gruba 2 basarisizlik ve diger
gruba atanan 4 basari ile ilk altt denemenin iki gruba ayrilma sayisina esittir. Bu, birbirini
dislayan (2) = 15 yolla yapilabilir. Dolayistyla X, besinci basarinin gergeklestigi sonucu temsil

ediyorsa, 0 zaman

A. Negatif Binom Rastgele Degisken Nedir?

Bir negatif iki terimli deneyde k basar1 elde etmek i¢in gereken X deneme sayisina
negatifiki terimli rasgele degisken denir ve bunun olasilik dagilimina negatif iki terimli dagilim
denir. Olasiliklar1 istenen basari sayisina ve belirli bir denemede basari olasiligina bagh
oldugundan, bunlar1 bx(x; k, p) ile gosterecegiz. bx(x; k, p) genel formiiliinii elde etmek i¢in,
belirli bir sirayla k — 1 basar1 ve x — k basarisizliktan dnceki x'inci denemede basar1 olasiligini

g6z oniinde bulundurun. Denemeler bagimsiz oldugu i¢in, istenen her sonuca karsilik gelen tiim



olasiliklar1 ¢arpabiliriz. Her basari p olasilikla ve her basarisizlik g = 1— p olasilikla gerceklesir.

Bu nedenle, belirtilen siparigin basariyla sonuglanma olasilig1

Herhangi bir sirayla k-1 basar1 ve x-k basarisizlik meydana geldikten sonra, basar1 ile biten

deneydeki toplam 6rnek noktasi sayisi, x-1 denemelerin k-1 ile iki gruba ayrilma sayisina esittir.
. . x—1
bir gruba karsilik gelen basar1 ve diger gruba karsilik gelen x—k basarisizlik. Bu say1 (k_ 1
. . . oqe o . . o . . . k _k k —k nt x_l
terimiyle belirtilir, her biri birbirini dislar ve esit olasilikla p* g*~" olusur. p® g*™" 'yi (k_ 1

ile ¢arparak genel formiilii elde ederiz.

Tekrarlanan bagimsiz denemeler, p olasilikla basarii ve g =1-—p olasilikla
basarisizlikla sonuglanabiliyorsa, o zaman k. basarinin gergeklestigi deneme sayis1 X rasgele

degiskeninin olasilik dagilima, ,
b* (x; k,p) = (;:Dpk g F x=kk+1Lk+2..

Bir NBA (Ulusal Basketbol Birligi) sampiyonluk serisinde, yedi magin dordiinii
kazanan takim galip gelir. A ve B takimlarinin sampiyonluk maclarinda kars1 karsiya geldigini

ve A takiminin B takimina kars1 bir oyunu kazanma olasiliginin 0.55 oldugunu varsayalim.

a.) A takiminin seriyi 6 magta kazanma olasiligi nedir?
b.) A takiminin seriyi kazanma olasiligi nedir?
C.) A ve B takimlari, 5 magin 3’{inii kazanarak belirlenen bolgesel bir eleme serisinde karsi

karsiya gelseydi, A takiminin seriyi kazanma olasilig1 nedir?

a) bx(xk,p) = ((-)p* a*% = b+ (6;4,0.55) = (§77)(0.55)* (1 — 0.55)°* =
0.1853
b.) P(A takimi sampiyonluk serisini kazanir)
b * (4;4,0.55) + b * (5;4,0.55) + b * (6;4,0.55) + b = (7;4,0.55)
0.0915 + 0.1647 + 0.1853 + 0.1668 = 0.6083.
c.) P(A takimi elemeyi kazanir)
b * (3;3,0.55) + b * (4; 3,0.55) + b = (5; 3,0.55)



Negatif binom dagilimi, adim1 p* q~* agilimindaki her terimin x = k, k + 1,k + 2, ...
icin b * (x; k, p) degerlerine karsilik gelmesinden alir. Negatif binom dagilimmnin k = 1 oldugu
0zel durumunu ele alirsak, tek bir basar1 i¢in gereken deneme sayisi igin bir olasilik dagilimimiz
olur. Bir 6rnek, bir tura gelene kadar bir madeni paranin atilmasi olabilir. ilk turanin dérdiincii

atista gelme olasilig1 ilgimizi ¢ekebilir. Negatif binom dagilimi
b= (x;1,p) =pq*1, x=123,..
formuna indirgenir.

Ardisik terimler geometrik bir ilerleme olusturdugundan, bu 6zel durumu geometrik dagilim

olarak adlandirmak ve degerlerini g(x; p) ile gosterilmektedir.

Tekrarlanan bagimsiz denemeler, p olasilikla basarii ve g =1-—p olasilikla
basarisizlikla sonuglanabiliyorsa, ilk basarinin meydana geldigi denemenin sayis1 X rasgele

degiskeninin olasilik dagilima,

gxp)=pqg*t x=123,..

Belirli bir iiretim siireci i¢in ortalama olarak her 100 par¢adan 1'inin kusurlu
oldugu bilinmektedir. Incelenen besinci parcanin bulunan ilk kusurlu parga olma olasiligi

nedir?
x = 5vep = 0.01 ile geometrik dagilimi kullanarak,
gl p) =pq* 1t =g(5;0.01) = (0.01)(1 - 0.01)>"1 = 0.0096.

"Yogun bir zamanda" bir telefon santrali kapasitesine ¢ok yakindir, bu nedenle
arayanlar aramalarin1 yapmakta giicliik ¢ekerler. Bir baglanti kurmak igin gereken deneme
sayisini bilmek ilgi ¢ekici olabilir. Mesgul bir siire boyunca baglanti olasiligini p = 0.05 olarak

kabul ettigimizi varsayalim. Basarili bir ¢agri i¢in 5 denemenin gerekli olma olasiligini bulunuz.
x = 5ve p = 0.05 verimleri ile geometrik dagilimi kullanarak;
g(x;p) =p gt =g(50.05) = (0.01)(1 — 0.05)°"1 = 0.041.

Cogu zaman, geometrik dagilimla ilgili uygulamalarda ortalama ve varyans dnemlidir.
Ornegin, Ornek 5.16'da, baglanti kurmak icin gerekli olan beklenen arama sayis1 olduk¢a

Onemlidir.



Asagidaki teorem, ispat olmaksizin geometrik dagilimin ortalamasini ve varyansini

belirtmektedir.

TEOREM 5.3: Geometrik dagilim izleyen rastgele bir degiskenin ortalamasi ve

varyansl,

1-p

p=>veq? =
p p?

5.5 POISSON DAGILIMI VE POiISSON SURECI

X rasgele degiskeninin sayisal degerlerini, belirli bir zaman araliinda veya belirli bir
bolgede meydana gelen sonuclarin sayisini veren deneylere Poisson deneyleri denir. Belirli bir
zaman aralig1, bir dakika, bir giin, bir hafta, bir ay ve hatta bir yil gibi herhangi bir uzunlukta
olabilir. Ornegin, bir Poisson deneyi, bir ofis tarafindan saat basina alinan telefon aramalariin
say1sini, kigin kar nedeniyle okulun kapali oldugu giin sayisin1 veya yagmur nedeniyle ertelenen
oyunlarin sayisini temsil eden X rasgele degiskeni icin gozlemler olusturabilir. bir beyzbol
sezonunda. Belirtilen bolge bir ¢izgi parcasi, bir alan, bir hacim veya belki de bir malzeme
pargasi olabilir. Bu gibi durumlarda X, doniim basina tarla faresi sayisini, belirli bir kiiltiirdeki
bakteri sayisini veya sayfa basina yazim hatasi sayisini temsil edebilir. Bir Poisson deneyi,

Poisson stirecinden tiiretilir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir.
A. Poisson Siirecinin Ozellikleri

1.) Uzayin belirli bir zaman araliginda veya belirli bir bdlgesinde meydana gelen
sonuglarin sayisi, bagka herhangi bir ayrik zaman araliginda veya bdlgede meydana gelen

sayidan bagimsizdir. Bu anlamda Poisson siirecinin hafizasi olmadigini sdylilyoruz.

2.) Tek bir sonucun ¢ok kisa bir zaman araliginda veya kii¢iik bir bélgede meydana
gelme olasiligl, zaman araliginin uzunlugu veya bolgenin biiytikliigi ile orantilidir ve bu zaman

arali1 veya bolge disinda meydana gelen sonuglarin sayisina bagl degildir.

3.) Bu kadar kisa bir zaman araliginda birden fazla sonucun ortaya ¢ikma veya bu kadar

kiiciik bir bolgede diisme olasilig1 yok denecek kadar azdir.

Bir Poisson deneyi sirasinda ortaya cikan sonuglarin X sayisina Poisson rasgele
degiskeni denir ve olasilik dagilimina Poisson dagilimi denir. Ortalama sonug sayis1 u = At'den

hesaplanir; burada t, ilgili "zaman", "mesafe", "alan" veya "hacimdir". Olasiliklar, sonuglarin

meydana gelme orani olan A'ya bagh oldugundan, onlar1 p(x; At) ile gosterecegiz. Yukarida



listelenen bir Poisson isleminin ti¢ 6zelligine dayali olarak p(x; At) formiiliiniin tiiretilmesi bu

kitabin kapsami1 disindadir. Poisson olasiliklarini hesaplamak i¢in asagidaki formiil kullanilir.

Belirli bir zaman araliginda veya t ile belirtilen belirli bir bolgede meydana gelen

sonuclarin sayisini temsil eden Poisson rasgele degiskeni X 'in olasihik dagilimi

e—lt(lt)x _

p(x; At) = x=0,1,2,..

x!

burada A, birim zaman, mesafe, alan veya hacim basina ortalama sonug sayisidir ve e =

2.71828.

Ek’te Tablo A.2’de, 0.1 ila 18.0 arasinda degisen At'nin secilmis degerleri icin

asagikdaki Poisson olasilik toplamlar: verilmistir.

P(r; At) = Z p(x; At)
x=0

Bu tablonun kullanimini agagidaki iki drnekle agikliyoruz.

Ornek 5.17: Bir laboratuvar deneyinde, bir sayactan 1 milisaniyede gegen ortalama radyoaktif

parcacik sayis1 4'tiir. Bir milisaniyede 6 par¢acigin sayaca girme olasiligi nedir?

Cevap 5.17: x = 6 ve At = 4 ile Poisson dagilimini kullanarak ve Tablo A.2'ye bakarak,

= 0.1041

-t x —4 6
pl 1) = < e

=p(6;4) = e

Ya da

P(r; At) = Z p(x; At) = P(6; 4)
x=0

6 5
= Z p(x; 4) — Z p(x; 4) = 0.8893 — 0.7851 = 0.1042

x=0 x=0

Ornek 5.18: 10, her giin belirli bir limana gelen ortalama petrol tankeri sayisidir. Limandaki
tesisler giinde en fazla 15 tanker kabul edebilmektedir. Belirli bir giinde tankerlerin geri

cevrilme olasiligi nedir?

Cevap 5.18: Her giin gelen tanker sayis1 X olsun. Sonra, Tablo A.2'yi kullanarak,
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P(X>15)=1-P(X<15) =1- Zp(x; 10) =1 —0.9513 = 0.0487.

x=0

TEOREM 5.4: Poisson dagilim p(x; At)'nin hem ortalamasi hem de varyansi At 'dir.

B. Poisson Olasilik Fonksiyonunun Dogas1

Pek ¢ok ayrik (kesikli) ve siirekli dagilim gibi, Poisson dagiliminin bigimi, ortalama
biiytidiikge giderek daha simetrik, hatta ¢an sekli haline gelir. Sekil 5.1, u = 0.1, u=2 ve u=5
icin olasilik fonksiyonunun grafiklerini gostererek bunu gostermektedir. u=5'e kadar

biiylidiigiinde simetriye yakinliga dikkat edin.

1.0 0.30 0.30
— =101 u=2 u==5
0.75
0.20 0.20
x 05 x x L
- - | - —
0.10 0.10
0.25
0 —L X 0 X 0
0o 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 10

Sekil 5.1: Farkl araglar i¢in Poisson yogunluk fonksiyonlari.

C. Bir Poisson Dagilimi ile Binom Dagilimimin Yaklagim

Poisson dagiliminin iki terimli dagilimla iliskili oldugu, Poisson siirecinin {i¢ ilkesinden
anlasilmalidir. Poisson, Ornek 5.17 ve 5.18'de gosterildigi gibi genellikle uzay ve zaman
problemlerinde uygulama bulsa da, binom dagiliminin sinirlayici bir bigimi olarak goriilebilir.
Binom durumunda, n oldukca biiyiik ve p kiiciikse, kosullar Poisson siirecinin siirekli uzay
veya zaman sonuglarini simiile etmeye baslar. Binom durumundaki Bernoulli denemeleri
arasindaki bagimsizlik, Poisson siirecinin 2. ilkesi ile tutarlidir. p parametresinin 0'a yakin
olmasina izin vermek, Poisson siirecinin 3. prensibi ile ilgilidir. Aslinda, n biiyiikse ve p 0'a

yakinsa, binom olasiliklarini tahmin etmek i¢in u = n * p ile Poisson dagilimi kullanilabilir. p



1'e yakinsa, basar1 ve basarisizlik olarak tanmimladigimiz seyi degistirerek, boylece p 'yi 0'a
yakin bir degere degistirerek, binom olasiliklarina yaklasmak i¢in Poisson dagilimini

kullanmaya devam edebiliriz.

Bunu genellikle n * p < 10 sartinin saglandig1 binom dagilimina poisson dagilim

yaklasimi uygulanabilir.

TEOREM 5.5: X, olasihik dagilimi b(x; n, p) olan bir iki terimli rasgele degisken olsun.

n— oo, p - 0venp"_” pusabit kaldiginda,

n—-oo

b(x; n,p) " p(x; p).

Belirli bir endiistriyel tesiste kazalar nadiren meydana gelir. Herhangi bir giinde

kaza olma olasiliginin 0.005 oldugu ve kazalarin birbirinden bagimsiz oldugu bilinmektedir.

a.) Herhangi bir 400 giinliik siire i¢inde herhangi bir giinde kaza olma olasilig1 nedir?

b.) Kazali en fazla ii¢ giiniin olma olasilig1 nedir

X, n = 400 ve p = 0.005 olan bir binom rasgele degiskeni olsun. Boylece,

np = 2. Poisson yaklagimi kullanilarak, (a) ve

e~ At At)*
x!

-2 1
=p(1;2) =<2 =0.271. Yada

1

a) PX=1) =p(x;At) =

400
b(x; n,p) = b(1; 400,0.005) = ( . )(0.005)1(1 — 0.005)#%°~1 = 0.27066.
b) P(X <3)=3X"_op(x;At) = X3_,p(x;2) = 0.8571.

Cam iiriinlerin yapildig: bir tiretim stirecinde kusurlar veya kabarciklar meydana
gelir ve bu da parcayr zaman zaman pazarlama igin istenmeyen hale getirir. Uretilen bu
iirtinlerin ortalama her 1000'inden 1'inde bir veya daha fazla baloncuk oldugu bilinmektedir.

8000 iiriinden rastgele bir 6rneklemin baloncuk igeren 7'den az 6ge verme olasilig1 nedir?

Bu aslindan = 8000 ve p = 0.001 olan bir binom deneyidir. p, 0'a ¢ok yakin

ve n oldukga biiyiik oldugundan, Poisson dagilimina yaklasacagiz;
u=np = (8000)(0.001) = 8.

Dolayisiyla, eger X baloncuklarin sayisini temsil ediyorsa,



6 6
PX=7)= z b(x;8000,0.001) ~ Z p(x; 8) = 0.3134.
x=0 x=0

EKA.2

Table A.2 Poisson Probability Sums % p(x; u)

n
r 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0 09048 08187 0.7408 06703  0.6065 05488 04066 04493  0.4066
1 09953 09825 09631 09384 09098 08781 0.8442 08088  0.7725
2 00998 00039 09964 09921 0986 09760 09650 09526  0.9371
3 1.0000 09999 09997 09992 09982 09966 09042 09909  0.9865
4 1.0000  1.0000 09999 09998 00006  0.9092 09986 09977
5 1.0000  1.0000  1.0000 09990 09998  0.9997
6 1L.0000  1.0000  1.0000
I
r 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0 03679 02231 01353 0.0821 0.0498 00302 0.0183 00111 0.0067
1 0.7358 056578 04060 02873 01991 01339 00916 00611  0.0404
2 00197 08088 06767 05438 04232 03208 02381 01736  0.1247
3 09310 09344 08571 0.7576  0.6472 05366 04335 03423 0.2650
4 09963 09814 00473 0.8012 0.8153 0.7254 06288 05321  0.4405
5 00994 09955 09834 09580 09161 0.8576 0.781 07020 0.6160
6 00999 09991 09955 09858 09665 09347 08803 08311 0.7622
T 1.0000 09098 (00080 09958 09881 09733 009480 09134  0.3666
B 1.0000 09998 09980 09962 09901 009786 09597  0.9319
g 1.0000 09997 09980 00067 09919 09820 09682
10 0.9099 09997 09990 09972 09933 0.9863
11 1.0000 09999 009907 09991 09976  0.9945
12 1.0000  0.9999 09997 09992  0.9980
13 1.0000 09999 09997  0.9993
14 10000 09999  0.9998
15 1.0000  0.9999
16 1.0000






Table A.2 (continued) Poisson Probability Sums 3

0

plx;p)

I
r 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5
0 00041 00025 0.0015 00009 00006 0.0003 00002 0.0001  0.0001
1 0.0266  0.0174  0.0113 0.0073  0.0047  0.0030 0.0019  0.0012  0.0008
2 0.0884  0.0620  0.0430  0.0296  0.0203  0.0138 0.0083  0.0062  0.0042
3 02017 01512 01118 00818 00591  0.0424 0.0301  0.0212  0.0149
4 03575  0.2851  0.2237 01730 01321 0.0996 0.0744  0.0550  0.0403
5 0.5280  0.4457  0.3600  0.3007 02414 01912  0.1496 0.1157  0.0885
6 0.6560  0.6063  0.5265  0.4497 03782 03134 0.2562  0.2068  0.1649
7 0.8005 0.7440 06728  0.50987 05246 0.4530 0.3856  0.3230  0.2687
8§ 0.8044 0.8472 07916 0.7291  0.6620 05925 05231 04557 0.3918
9 09462 09161 08774 08305 07764 0.7166  0.6530 05874  0.5218

10 09747 09574 0.9332 09015 0.8622 08159 07634 0.7060  0.6453

11 0.9890  0.9799  0.9661 0.9467 09208  0.8881 0.8487  0.8030  0.7520

12 09955 09912  0.9840 09730 09573 09362 09091 0.8758  0.8364

13 0.9983  0.9964  0.9929 09872 09784  0.9658 0.9486  0.9261 0.8931

14  0.9994  0.9986  0.9970 09943 09897 09827 09726 09585  0.9400

15 09998 099095  0.998%8 009976 0.0954 09018 09862 09780  0.9665

16  0.9099  0.9998  0.9996  0.9990 09980  0.9963 0.9934 09889 09823

17 10000 09999  0.9908 09996 09992 09984 09970 09947  0.9911

18 10000  0.9999 09999 09997 09993 09987  0.9976  0.9957

19 1.0000  1.0000  0.9999 009997 09995  0.9980  0.9980

20 0.9999  0.9998 09996  0.9991

21 1.0000  0.9999 09998  0.9996

22 1.0000  0.9999  0.9999

23 1.0000  0.9999

24 1.0000



Table A.2 (continued) Poisson Probability Sums %

()

L
r 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0
0 00000 00000  O.0000
1 0.0005 00002  0.0001 0.0000  0.0000
2 00028 00012 00005 00002 00001  0.0000 00000
3 00103 00049 00023 00011 00005 00002 00001 0.0000  0.0000
4 00203 00151 00076 0.0037 00018  0.0009 00004  0.0002  0.0001
5 00671 00375 00203 00107 00055 00028 00014  0.0007  0.0003
6 01301 00736 00458 00259 00142 00076 00040 0.0021 0.0010
T 02202 01432 00895 00540 0.0316 0.0180 00100  0.0054  0.0029
8 03328 02320 01550 0.0998 00621 00374 00220 00126  0.0071
9 04579 03405 02424 0.1658 01094 0.0699 00433  0.0261 0.0154

10 05830 04599 03472 02517 01757 0.1185  0.077 0.0491  0.0304

11 0.6968 05793 04616 03532 02600 0.1848  0.1270  0.0847  0.0549

12 07916 06887 05760 04631 03585  0.26Y6  0.1931  0.1350  0.0917

13 08645 07813 06815 05730 04644 03632 02745 02009 0.1426

14 09165 08540 07720 0.6751 0.5704 04657 03675 02808  0.2081

15 059513 09074 02444 07636 06694 05681 04667 03715 0.2867

16 09730 09441 0.8987 0.8355  0.7559  0.6641 0.5660 04677 0.3751

17 09857 09678 09370 08905  0.8272  0.7480  0.6593  0.5640  0.4686

18 08928 09823 09626 09302 08826  0.8195  0.7423  0.6550  0.5622

19 09965 09907 09787 09573 09235 08752 08122 07363  0.6509

20 09984 09953 009884 09750 09521 09170  0.8682 08055  0.7307

21 0.9993 09977 09939 09859 005712 09469 09108 0.8615  0.7991

22 09997 09920 09970 09924 09833 09673 09418 09047  0.8551

23 09999 09995 09935 09960 09907 09805 09633 09367  0.3989

24 1.0000 099985 09993 09980 09950 0.9888 0977 09504 09317

25 0.9999 09997 09990 09974 09938 09369 09748  0.9554

26 1.0000 09999 09995 09987 09967 09925 09848 09718

27 00009 09998 09994 09953 09959 09912 09827

28 10000 09999 09997  0.9901 09978  0.9950 09897

29 1.0000  0.9999 09996 09939 09973 09941

30 0.9999 09995 09994 09986  0.9967

31 1.0000 09999 09997 09993  0.9982

32 1.0000 09999 09996  0.9990

33 0.9999  0.9998  0.9995

34 10000 0.9099 09998

35 1.0000  0.9999

a6 0.9994

a7 1.0000




OLASILIK VE ISTATISTIK

11.HAFTA
BAZI SUREKLI OLASILIK DAGILIMLARI

6.1 SUREKLI DUZGUN (BiR BiCIMLI/UNIFORM) DAGILIM

Tim istatistiklerdeki en basit siirekli dagilimlardan biri, siirekli diizgiin (bir
bi¢imli/tekdiize) dagilimdir. Bu dagilim, "diiz" bir yogunluk fonksiyonu ile karakterize edilir

ve bu nedenle olasilik, [4, B] gibi kapal1 bir aralikta diizgiindiir.

Siirekli diizgiin rasgele degisken X'in [4, B] araligindaki yogunluk fonksiyonu

1

fGx;AB) =B — A’
0, Diger durumlar

A<x<B

Yogunluk fonksiyonu, tabani B — A ve sabit yiiksekligi ﬁ olan bir dikddrtgen

olusturur. Sonuc¢ olarak, diizgiin dagilim genellikle dikdortgen dagilim olarak adlandirilir.

Ancak araligin her zaman kapali olmayabilecegini unutmayin: [4, B]. (4, B) de olabilir. [1, 3]
araligindaki diizglin bir rasgele degisken icin yogunluk fonksiyonu Sekil 6.1'de

gosterilmektedir.

f(x)

— e — i — ]
WFE———————

0
Sekil 6.1: [1, 3] araliginda rastgele bir degisken i¢in yogunluk fonksiyonu.

Yogunluk fonksiyonunun basit dogasi nedeniyle, tekdiize dagilim i¢in olasiliklarin
hesaplanmas1 kolaydir. Bununla birlikte, bu dagilimm uygulanmasinin, [4, B] iginde sabit

uzunlukta bir aralikta diisme olasiliginin sabit oldugu varsayimina dayandigina dikkat edin.



Belirli bir sirketteki biiyiik bir konferans odasinin en fazla 4 saat i¢in rezerve
edilebilecegini varsayalim. Hem uzun hem de kisa konferanslar oldukca sik gergeklesir.
Aslinda, bir konferansin X uzunlugunun [0, 4] araliginda diizgiin bir dagilima sahip oldugu

varsayilabilir.

a.) Olasilik yogunluk fonksiyonu nedir?

b.) Herhangi bir konferansin en az 3 saat siirme olasilig1 nedir?

a.) Bu durumda diizgiin dagilmis rasgele degisken X i¢in uygun yogunluk fonksiyonu su
sekildedir

1

f(x)=14-0’
0, Diger durumlar

0<x<4

b)P@sz:K%uzi

TEOREM 6.1: Diizgiin dagilimin ortalamasi ve varyansi:
_A+B
H="3
2
o? = (B—-A)
12

6.2 NORMAL DAGILIM

Tiim istatistik alanindaki en 6nemli siirekli olasilik dagilimi normal dagilimdir. Normal
egri olarak adlandirilan grafigi, dogada, endiistride ve arastirmada meydana gelen birgok
olguyu yaklasik olarak tanimlayan Sekil 6.2'deki ¢an seklindeki egridir. Ornegin, meteorolojik
deneyler, yagis ¢alismalar1 ve iiretilen pargalarin dl¢iimleri gibi alanlardaki fiziksel 6l¢timler,
genellikle normal bir dagilimla fazlasiyla yeterince agiklanir. Ek olarak, bilimsel 6l¢timlerdeki
hatalar, normal bir dagilimla son derece iyi bir sekilde tahmin edilir. 1733'te Abraham
DeMoivre, normal egrinin matematiksel denklemini gelistirdi. Endiiktif istatistik teorisinin

cogunun kuruldugu bir temel sagladi. Normal dagilim, denklemini ayni niceligin tekrarlanan

Olciimlerindeki hatalarin incelenmesinden de tireten Karl Friedrich Gauss (1777-1855)

onuruna, genellikle Gauss dagilimi olarak anilir.




T—s

[

Er—-—

Sekil 6.2: Normal egri.

Sekil 6.2'deki ¢an seklindeki dagilima sahip siirekli bir rasgele degisken X, normal bir
rasgele (rastlanti) degisken olarak adlandirilir. Normal degiskenin olasilik dagilimi i¢in
matematiksel denklem, sirasiyla u ve o olmak iizere iki parametreye, ortalamasina ve standart

sapmasina baghdir. Dolayisiyla, X'in yogunluk degerlerini n(x; u, o) ile gosteriyoruz.

Ortalama u ve varyans o2 ile normal rasgele degisken X'in yogunlugu

1
V2w * o

buradam = 3,14159..vee = 2.71828 ...

1
B—F(X—H)z

n(x; u,0) = ,—00 < x < 00,

u Ve o belirtildiginde, normal egri tamamen belirlenir. Ornegin, u = 50ve s = 5 ise,
x'in gesitli degerleri ve ¢izilen egri i¢in n(x; 50,5) koordinatlar1 hesaplanabilir. Sekil 6.3'te,
ayni standart sapmaya ancak farkli ortalamalara sahip iki normal egri ¢izdik. Iki egri form

olarak aynidir ancak yatay eksen boyunca farkli konumlarda ortalanmistir.
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Sekil 6.3: 4, < p, ve 0; = 0, ile normal egriler.



Sekil 6.4'te, ayni ortalamaya ancak farkli standart sapmalara sahip iki normal egri ¢izdik.
Bu sefer iki egrinin de yatay eksende tam olarak ayni konumda merkezlendigini ancak standart
sapmasi biiylik olan egrinin daha diisiik oldugunu ve daha uzaga yayildigini goriiyoruz. Bir
olasilik egrisi altindaki alanin 1'e esit olmas1 gerektigini ve bu nedenle gozlem seti ne kadar

degisken olursa, karsilik gelen egrinin o kadar diisiik ve genis olacagini unutmayin.

,

-""w._‘
F——_—————,——,—— e e —

Hy= LU

Sekil 6.4: 1, = p,ve g, < 0, ile normal egriler.

Sekil 6.5, farkli ortalamalara ve farkli standart sapmalara sahip iki normal egriyi
gostermektedir. Agikgasi, yatay eksende farkli konumlarda merkezlenirler ve sekilleri iki farkl

o degerini yansitir.
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Sekil 6.5: u 4 < p, ve o; < o0, ile normal egriler.



Sekil. 6.2 ile Sekil. 6.5'in incelenmesine ve n(x; u, ¢)'nin birinci ve ikinci tiirevlerinin

incelenmesine dayanarak, normal egrinin asagidaki 6zelliklerini listeliyoruz:

1. Normal egrinin maksimum oldugu nokta olan, x = u'de gergeklesir.

2. Egri, ortalama x = p boyunca dikey bir eksen etrafinda simetriktir.

3. Normal egri; 4 — 0 <X < pu+ o araliginda ise i¢biikeydir (konkav) ve diger
yerlerde ise disbiikeydir(konveks).

4. Ortalamadan her iki yonde de uzaklastikga normal egri yatay eksene asimptotik
olarak yaklasir.

5. Egrinin altindaki ve yatay eksenin iizerindeki toplam alan 1'e esittir.

TEOREM 6.2: n(x; u,o)'nin ortalamasi ve varyansi sirasiyla g ve ¢'dir. Bu nedenle,

standart sapma o'dir.

6.3 NORMAL EGRININ ALTINDA KALAN ALANLAR

Herhangi bir stirekli olasilik dagilimi veya yogunluk fonksiyonunun egrisi, x = x; ve
X = Xx, ordinatiyla sinirlanan egrinin altindaki alan, X rasgele degiskeninin x = x; ve x =
x, arasinda bir deger alma olasiligina esit olacak sekilde olusturulur. Bdylece, Sekil 6.6'daki
normal egri i¢in,

X2 X2

P(x; < X < x,) J ( )d ! J gz g
X x,) = | n( po)dx = e 20 x
1 2 u v o

X1 X1

golgeli bolgenin alaniyla temsil edilir.
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Sekil 6.6: P(x; < X < x,) = golgeli bolgenin alani.



Sekil 6.3, 6.4 ve 6.5'te normal egrinin incelenen dagilimin ortalamasina ve standart
sapmasina nasil bagl oldugunu gordiik. Herhangi iki ordinat arasindaki egrinin altindaki alan
da p ve o degerlerine bagli olmalidir. Bu, farkli ortalamalara ve varyanslara sahip iki egri i¢in
P(x; < X < xy)'ye karsilik gelen golgeli bolgelere sahip oldugumuz Sekil 6.7'de agikga
gorilmektedir. X'in A dagilimin1 tanimlayan rasgele degisken oldugu P(x; < X < x5), A
egrisinin altindaki golgeli alanla gosterilir. X, B dagilimini tanimlayan rasgele degisken ise, o
zaman P(x; < X < x,) tiim golgeli bolge tarafindan verilir. Agikgasi, iki golgeli bolgenin
boyutu farklidir; bu nedenle, her dagilimla iliskili olasilik, X'in verilen iki degeri icin farkli

olacaktir.

Xq Xa

Sekil 6.7: Farkli normal egriler igin P(x; < X < x3).

Normal egri altindaki alanlarin hesaplanmasinda kullanilabilecek bircok istatistiksel
yazilim tirii vardir. Normal yogunluk fonksiyonlarimin integrallerini ¢ézmede karsilasilan
zorluk, hizli bagvuru i¢in normal egri alanlarinin tablo haline getirilmesini gerektirir. Bununla
birlikte, akla gelebilecek her u ve o degeri igin ayri tablolar olusturmaya ¢alismak umutsuz bir

is olacaktir. Neyse Ki, herhangi bir X normal rasgele degiskeninin tiim gézlemlerini, ortalama

0 ve varyans 1 olan normal bir rasgele degisken Z'nin veni bir g6zlem grubuna donistiirebiliriz.

Bu,

doniisiimi araciligiyla vapilabilir.

X, x degerini aldiginda, karsilik gelen Z degeri z = (x — p)/o ile verilir. Bu nedenle,
X, x = xq Ve x = x, degerleri arasinda kalirsa, Z rasgele degiskeni karsilik gelen z; =
(x; — w/o ve z, = (x, — u)/o degerleri arasinda olacaktir. Sonu¢ olarak, Z'nin

ortalamasi 0 ve varyansi 1 olan normal bir rasgele degisken olarak goriildiigii



X2

Z2
1 _L(x_ )2 1 _1( )2
P(x; <X<x2)=—f e 202 H dxz—f e 2% dz
V2 * le \/27121
Z2
= f n(z;0,1)dz = P(z; < Z < z;)
Z1

seklinde yazabiliriz.

Tamm 6.1: Ortalamasi 0 ve varyansi 1 olan normal bir rastgele degiskenin dagilimina

standart normal dagilim denir.

Orijinal ve dontstliriilmiis dagilimlar Sekil 6.8'de gosterilmektedir. x; ve x, arasinda

diisen tiim X degerleri, z; ve z, arasinda karsilik gelen z degerlerine sahip oldugundan, Sekil
6.8'deki x = x; ve x = x, ordinatlar1 arasindaki X egrisinin altindaki alan, z = z; ve z = z,'nin

doniistiiriilmiis ordinatlar arasindaki Z egrisinin altindaki alana esittir.

Z doniisiim tablosu Ek’te Tablo A.3 ile gosterilmistir.

Xy Xo

Sekil 6.8: Orijinal ve doniistliriilmiis normal dagilimlar.



Ornek 6.2: Standart bir normal dagilim verildiginde,

a.) z = 1,84'iin saginda ve
b.) z = —1,97 ile z = 0,86 arasinda kalan egrinin altindaki alan1 bulunuz.
{1\ I\
1 [
| [
/
R /o
I I
o /|
I I
I I
/ | |
/ I / I N
- 1 z o 1 ~
0 1.84 —-1.97 0 0.86
(a) (b)
Sekil 6.9: Ornek 6.2 i¢in alanlar.
Cevap 6.2:

a.) Sekil 6.9(a)'daki z = 1.84'lin sagindaki alan, 1 eksi Tablo A.3'teki z = 1.84'iin
solundaki alana esittir, yani P(Z >184)=1—-P(<184)=1 — 09671 =
0.0329.

b.) Sekil 6.9(b)'deki z = —1.97 ile z = 0.86 arasindaki alan, z = 0.86'nin solundaki
alan eksi z = —1.97'min solundaki alana esittir. Yani P(—1.97 < Z < 0.86) =
P(Z < 0.86) — P(Z < —1.97) Tablo A.3'ten istenen alani 0.8051 - 0.0244 =
0.7807 olarak buluyoruz.



Asagida verilen standart bir normal dagilim igin,

a) P(Z > k) = 0.3015
b.) P(k < Z < —0.18) = 0.4197 oldugu durumlar i¢in k’nin degerleri nedir?
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03015 A 04197,
0 k 0.6
a) (b)

(
Sekil 6.10: Ornek 6.3 igin alanlar.
Dagilimlar ve istenen alanlar Sekil 6.10'da gdsterilmistir.

a.) Sekil 6.10(a)'da, sagda 0.3015'lik bir alan birakan k degerinin, solda 0.6985'lik bir alan
birakmasi  gerektigini  goriiyoruz. Yani, P(Z>k)=1—-P(Z <k)=0.3015
olmaktadir. Bu durumda P(Z < k) = 0.6985 Tablo A.3'ten k = 0.52 oldugu sonucu
cikar.

b.) Tablo A.3'ten -0.18'in solundaki toplam alanin 0.4286'ya esit oldugunu not ediyoruz.
Sekil 6.10(b)'de, k ile -0,18 arasindaki alanin 0,4197 oldugunu goriiyoruz, dolayisiyla
k'nin solundaki alan 0,4286 - 0,4197 = 0,0089 olmalidir. Dolayisiyla, Tablo A.3'ten k =
-2.37 elde ederiz. Yani, P(k < Z < —-0.18) = P(Z < —0.18) — P(Z < k) = 0.4197.
Tablo A.3'ten P(Z < —0.18) = 0.4286 olarak goriilmektedir. Boylece P(Z < k) =
0.4286 — 0.4197 = 0.0089 degeri Tablo A3’ten k = —2.37’de saglanmaktadir.



u = 50 ve ¢ = 10 ile normal dagilima sahip bir X rastgele degiskeni

verildiginde, X'in 45 ile 62 arasinda bir deger alma olasiligin1 bulunuz.

1.2

Sekil 6.11: Ornek 6.4 icin alan.

x; = 45ve x, = 62'ye karsilik gelen z degerleri

X— 45-50
Z="Et=z = =—-05vez, =
o 10

62-50
10

1.2

Bu nedenle,
P(45<X<62)=P(-05<Z<12)

Sekil 6.11'deki tarali bolgenin alani ile gosterilir. Bu alan, z = 1.2'nin solundaki tiim alandan

z = —0.5 ordinatinin solundaki alani ¢ikararak bulunabilir. Yani
P(-05<Z<12)=P(Z<12)—-P(Z < -0.5)
Tablo A.3"i kullanarak,

P(-05<Z<12)=P(Z<12)—P(Z< —-0.5) =0.8849 — 0.3085 = 0.5764.



Ornek 6.5: X'in u = 300 ve ¢ = 50 ile normal bir dagilima sahip olduguna gore, X'in

362'den biiytik bir deger alma olasiligini1 bulunuz

Cevap 6.5: Istenen alan gélgeli olarak normal olasilik dagilimi Sekil 6.12'de gdsterilmistir.
P(X > 362)'yi bulmak i¢in, x = 362'min sagindaki normal egrinin altindaki alan
degerlendirmemiz gerekir. Bu, x = 362'yi karsilik gelen z degerine doniistiirerek, Tablo

A.3'ten z'nin solundaki alan1 elde ederek ve ardindan bu alan1 1'den ¢ikararak yapilabilir.

T
| ,
’/ | ",
| 0=50
|
|
| \
| Y
I b
/’f | \
S/ | N
) | N
- 300 362 - X

Sekil 6.12: Ornek 6.5 i¢in Alan.

_X-p_362-300_
T T s ¢

P(X >362)=P(Z>1.24)=1-P(Z < 1.24) = 1 — 0.8925 = 0.1075.

Chebyshev teoremine gore, rastgele bir degiskenin ortalamanin 2 standart sapmasi
icinde bir deger alma olasilig1 en az 3/4'tiir. Rastgele degiskenin normal bir dagilimi varsa,

Xy = u — 20Vvex, = pu+ 20 'yakarsilik gelen z degerleri kolayca su sekilde hesaplanir:

_(u-20)—p _
g

—2V622=M=2

Z1
Boylece
P(u— 20 <X<u+ 20)=P(-2<7Z<2)

=P(Z<2)—P(Z<—-2)=09772 — 0.0228 = 0.9544.



A. Normal Egriyi Tersten Kullanma

Bazen Tablo A.3'te listelenen degerler arasinda kalan belirli bir olasilia karsilik gelen
z degerini bulmamiz gerekir (bkz. Ornek 6.6). Kolaylik saglamak igin, her zaman belirtilen

olasiliga en yakin tablosal olasiliga karsilik gelen z degerini segecegiz.

Onceki iki drnek, dnce bir x degerinden bir z degerine gidilerek ve ardindan istenen
alan hesaplanarak ¢oziildii. Ornek 6.6'da, islemi tersine ¢eviriyoruz ve bilinen bir alan veya
olasilikla basliyoruz, z degerini buluyoruz ve ardindan z formiiliinii yeniden diizenleyerek x 'i

buluyoruz:

.
Z=T“,x=az+u

Ornek 6.6: u = 40 ve ¢ = 6 ile bir normal dagilim verildiginde,

a.) soldaki alanin %45'i ve

b.) sagdaki alanin %14l olan x'in degerini bulunuz.

T 7™,
/| [\
{1 |
[ | \o=6 L \g=6
I I
| |
| |
I|I 1 | \
|II I I III|
f ! I
f | | '.|
I-"f I ! \\
/ 1 \ | \
| L'\\ ’;"l | \
,// 0.45| N, L 014N .
40 40
(a) (b)

Sekil 6.13: Ornek 6.6 i¢in alanlar.
Cevap 6.6:

a.) Sekil 6.13(a)'da istenen x degerinin solundaki 0.45'lik bir alan gélgelendirilmistir. Sola
0.45'lik bir alan birakan bir z degerine ihtiyacimiz var. Tablo A.3'ten P(Z <

—0.13) = 0.45 buluruz, dolayisiyla istenen z degeri -0.13'tiir. Dolayisiyla,

x = (6)(=0,13) + 40 = 39.22



Yani; P(Z <z) = 045, P(X < x) =P (Z < %) = 0.45 Tabloda 0.45 sonucu
dogrudan yoksa buna en yakin sonug esas alinir. Dolayistyla bu rakam 0.4487 olarak

giincellenebilir. Boylece tabloda 0.4487’yi saglayan deger -0.13tiir. Boylece

X—U x —40
— = -0.13 S = —0.13 = x = 39.22

b.) Sekil 6.13(b)'de istenen x degerinin saginda 0.14'e esit bir alan1 gblgelendiriyoruz. Bu
sefer, alanin 0,14'inii saga ve dolayisiyla 0,86'lik bir alan1 sola birakan bir z degerine
ihtiyacimiz var. Yine Tablo A.3'ten P(Z < 1.08) = 0.86 buluyoruz, yani istenen z degeri
1.08vex = (6)(1.08) + 40 = 46.48.

Yani;P(X> x)=1—-P(X < x) =0.14

x—40
6

= P(X < x) = 0.86 = (Z < £ = 0.86 Tablodan

x—40
6

= 1.08 olarak bulunmaktadir. Boylece x = 46.48.



EK AS:

s

Table A.3 Areas under the Normal Curve
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09

—3.4 0.0003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00002
—33 0.0005 00005 00005 00004 00004 0.0004 00004 0.0004 0.0004 0.0003
—3.2  0.0007 00007 00006 00006 00006 00006 00006 00005 00005 0.0005
—31 0.0010 0.0009 0.0009 00009 0.0008 0.0008 0.0008 00008 0.0007 0.0007
—3.0 0.0013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 0.0010  0.0010

—-29 0.0019 00018 00018 00017 00016 0.0016 00015 00015 0.0014 0.0014
—2.8 0.0026 0.0025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 0.0019
—2.7 0.0035 0.0034 00033 00032 00031 0.0030 00020 00028 0.0027 0.0026
—2.6 0.0047 00045 0.0044 00043 00041 00040 0.003% 00038 0.0037 0.0036
—25 0.0062 0.0060 0.0059 00057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

—24 0.0082 00080 0.0078 00075 00073 0.0071 0.0060 00068 0.0066 0.0064
—-23 0.0107 00104 00102 00099 00096 0.0094 00091 00089 0.0087 0.0084
—-22 0.0139 00136 00132 00129 00125 0.0122 00119 00116 0.0113 0.0110
—-21 00179 00174 00170 00166 00162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
—-20 0.0228 00222 00217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 00192 0.0188 0.0183

—-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 00268 00262 0.0256 00250 00244 0.0239 0.0233
—-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 00336 0.0320 0.0322 0.0314 00307 0.0301 0.0294
—1.7 0.0446 0.0436 0.0427 00418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
—1.6 0.0545 0.0537 0.0526 00516 00505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
—-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 00630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

—1.4 0.0808 00793 00778 00764 00749 0.0735 00721 00708 0.0694 0.0681
—-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 00018 0.0001 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 01151 01131 01112 01093 01075 01056 0.1038 01020 0.1003  0.0985
—-1.1 01357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 0.1190  0.1170
—1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

—0.9 0.1841 0.1814 01788 01762 01736 01711 01685 0.1660 0.1635 (0.1611
—-0.8 0.2119 02000 02061 02033 02005 01977 01949 01922 0.1804 0.1867
—0.7 0.2420 0.2389 02358 02327 022096 02266 02236 02206 0.2177 0.2148
—0.6 0.2743 02709 02676 02643 02611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
—0.5 0.3085 03050 03015 02981 02946 0.2012 02877 0.2843 0.2810 0277

—0.4 03446 0.3409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
—0.3 03821 03783 03745 03707 03660 03632 03594 03557 0.3520 0.3483
—-0.2 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 0.3807 0.3859
—01 04602 04562 04522 044583 04443 0.4404 04364 04325 04286  0.4247
—0.0 05000 04960 04920 048380 0.4840 04801 04761 04721 04681 04641




Table A.3 (contimued) Areas under the Normal Curve

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09
0.0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05230 05279 05319 05350
0.1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 0.5636 0.5675 05714  0.5753
0.2 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0.3 06179 06217 06255 0.6203 06331 06368 0.6406 06443 06480 06517
0.4 06554 06501 06628 0.6664 06700 06736 06772 06808 06844 0.6870
0.5 06915 06050 06985 0.7019 07054 07088 07123 0.7157 07190 0.7224
0.6 0.7257 07201 07324 0.7357 07380 0.7422 07454 0.7486 07517 0.7549
0.7 0.7580 07611 07642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 07823 0.7852
0.8 07881 07910 07930 0.7967 07995 0.8023 08051 08078 08106 0.8133
0.0 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 0.8340 08365 0.8380
1.0 08413 08438 038461 0.8485 08508 0.8531 08554 0.8577 0.8500 0.8621
1.1 08643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 0.8810 0.8830
1.2 08849 (0.8860 03888 0.8907 0.8025 0.8944 08062 0.8080 0.8997 0.9015
1.3 00032 09040 09066 009082 00009 09115 00131 00147 09162 09177
1.4 00192 09207 09222 009236 09251 09265 009279 009202 09306 09319
1.5 00332 09345 09357 009370 00382 09394 00406 00418 09420 09441
1.6 00452 09463 09474 009484 00495 09505 00515 09525 09535 09545
1.7 00554 09564 09573 009582 00591 09500 09608 09616 09625 0.9633
1.8 00641 09640 09656 09664 009671 09678 00686 00603 09699 09706
1.9 09713 09719 09726 009732 09738 009744 09750 09756 09761 0.9767
2.0 00772 09778 00783 00788 09793 009798 0.9803 00808 09812 0.9817
2.1 00821 09826 009830 00834 09838 00842 00846 00850 09854 0.9857
2.2 00861 09864 0088 00871 09875 009878 00881 00884 08887  0.9890
2.3 00803 09806 009898 00901 09904 09906 009909 00911 08913 0.9916
2.4 00018 098920 00922 00925 09927 09920 009931 00032 09934 09936
2.5 00038 09940 009941 00943 09945 09946 00948 00049 08951  0.9952
2.6 00953 09955 009956 0.0957 09950 09960 00961 0.0962 09963 0.9964
2.7 00065 09966 00967 00968 09960 09970 009971 00072 08973 09974
2.8 00074 09975 009976 00977 09977 09978 00979 0.0979 09980 0.9981
2.0 00081 09982 00982 00983 09984 009984 00985 00085 009986  0.9986
3.0 00087 09987 00987 00988 00988 09980 00080 0.0080 09990 0.9990
3.1 00000 09991 09991 00991 09992 09992 00992 00092 09993 09993
3.2 00093 09993 009994 00994 09994 09994 00994 0.0995 09995 0.9995
3.3 00005 09995 00995 00996 09996 09996 0.9996 00096 09996 0.9997
3.4 00007 09997 09997 00997 09997 09997 00997 0.0997 09997 0.9998




OLASILIK VE ISTATISTIK

12.HAFTA
BAZI SUREKLI OLASILIK DAGILIMLARI (DEVAM)

6.4 NORMAL DAGILIM UYGULAMALARI

Normal dagilimin gegerli oldugu pek ¢ok problemden bazilari agagidaki 6rneklerde ele

alinmaktadir.

Belirli bir depolama pili tipi, 0.5 yillik standart sapma ile ortalama 3.0 y1l dayanur.
Pil 6mriiniin normal dagildigini1 varsayarak, belirli bir pilin 2.3 yildan daha az dayanma

olasiligini bulunuz.

Once, verilen pil émrii dagilimini ve istenen alani gosteren Sekil 6.14 gibi bir

diyagram olusturulmaktadir.

]

23
Sekil 6.14: Ornek 6.7 i¢in Alan.

P(X < 2.3)"l bulmak i¢in, 2.3"in solundaki normal egrinin altindaki alan1 degerlendirmemiz
gerekir. Bu, karsilik gelen z degerinin solundaki alan1 bularak gerceklestirilir. Dolayisiyla,

_23-3

- 14
=705

Tablo A.3’ten

P(X <23) = P(Z < —1.4) = 0.0808.



Ornek 6.8: Bir elektrik firmasi, normal dagilan, ortalama 800 saat ve standart sapmasi 40 saat
olan, yanmadan 6nce bir dmre sahip ampuller liretmektedir. Bir ampuliin 778 ile 834 saat

arasinda yanma olasiligin1 bulunuz.

Cevap 6.8: Ampul dmriiniin dagilimi Sekil 6.15'te gosterilmektedir.

0 834
Sekil 6.15: Ornek 6.8 icin Alan.

x; = 778 ve x, = 834'e karsilik gelen z degerlert,

= 778-800 _ _ ot e 2, = 834-800 _ g o
40 40
Dolayisiyla,

P(778 <X < 834) = P(—0,55<Z < 0,85) = P(Z < 0,85) — P(Z < —0,55)
= 0.8023 — 0.2912 = 0.5111.

Ornek 6.9: Firma iirettigi bilyelerin ¢ap uzunlugunu 3.0 = 0.01 cm olarak belirlemektedir. Bu
araligin disindaki ¢ap uzunluguna sahip olan bilyeler kusurlu kabul edilmektedir. Bilye
caplarinin ortalama degeri ¢ = 3.0 ve standart sapmast ¢ = 0.005 ile normal bir dagilima

sahip oldugu bilinmektedir. Uretilen bilyelerin ortalama olarak ne kadar1 kusurludur?

Cevap 6.9: Caplarin dagilimi Sekil 6.16'da gosterilmektedir.

\0=0.005

~ / ! ’
0022 4

2.99 3.0 3.01

P T ™,
V4 | \\
/ |
I
|
|
|
I
I
|
|
|

.0.0228
— x

Sekil 6.16: Ornek 6.9 icin Alan.



Cap limitlerine karsilik gelen degerler x;, = 2.99 ve x, = 3.01'dir. Karsilik gelen z degerleri;

_2.99-3

3.01-3
Zl = = =
0.005

=-2.0ve Zy = m =2.0

Dolayisiyla, P(2,99 < X < 3,01) = P(—2,0< Z < 2,0).

Tablo A.3'ten P(Z < —2.0) = 0.0228. Normal dagilimin simetrisi nedeniyle, P(Z <
—2.0) + P(Z > 2.0) = 2(0.0228) = 0.0456 oldugunu buluruz. Sonug olarak, iiretilen

bilyali rulmanlarin ortalama %4.56'siin kusurlu ¢ikacagi tahmin edilmektedir.

Uriinlerin belirli bir boyutunun 1.50 + d iginde olup olmadig: test edilmektedir.
Bu 6l¢iimiin ortalamasi 1.50 ve standart sapmasi 0.2 ile normal dagildig: bilinmektedir. Test

edilen triinlerin %95'inin saglam kabul edilebilmesi igin “d” degerini belirleyiniz.

x; = 1L.5—dvex, = 1.5+ d'e karsilik gelen z degerleri;

_ (15-d)-(5) _  d _ (15+d)-(15) _ d
21 = 0.2 =Tz V6% = 0.2 T o2
Dolayisiyla,
P(15—-d<X<15+4d) = P( d <Z< d)
(. ' )= 0.2 0.2
P<Z<d> P(Z< d) 1 2P(Z< d) 0.95
= _ — —_— | = —_— * — ] = VU.
0.2 0.2 0.2
P (Z < d ) 0.025
= ——]=0.
0.2
Dolayisiyla,

d = 0.392.

Coziimiin gosterimi Sekil 6.17'de gosterilmektedir.

/,—" -,
e
Fy

0.025 T - Tu.xg._g_25
— —

108 1.500 1.892

Sekil 6.17: Ornek 6.10 i¢in Alan.



Ornek 6.11: Belirli bir makine, ortalama direnci 40 ohm ve standart sapmasi 2 ohm olan
elektrik direngleri yapiyor. Direncin normal bir dagilim izledigini ve herhangi bir dogruluk
derecesinde Olgiilebilecegini varsayarsak, direnglerin yiizde kaginin direnci 43 ohm'dan biiyiik

direng degerine sahiptir?

Cevap 6.11: Sekil 6.18'de x = 43'lin sagindaki alan1 bulmaliyiz.

40 43

Sekil 6.18: Ornek 6.11 icin Alan.

Bu, x = 43"i karsilik gelen z degerine doniistlirerek, Tablo A.3'ten z'nin solundaki alani elde

ederek ve ardindan bu alan1 1'den ¢ikararak yapilabilir:

_43-40_
z= > =

Boylece,
P(X>43) = P(Z>15) =1 - P(Z<15) = 1-0.9332 = 0.0668.
Dolayisiyla, direnglerin %6,68'1 43 ohm'u asan bir dirence sahip olacaktir.

Ornek 6.12: Ornek 6.11°teki direng degerleri i¢i en yakin tamsayiya yuvarlanarak elde

ediliyorsa 43 ohm'u asan direnglerin yiizdesini bulunuz.

Cevap 6.12: Gerekli alan, Sekil 6.19'da 43.5'in saginda tarali bolgedir.

\
rr =20

40 43.5

Sekil 6.19: Ornek 6.12 i¢in Alan.



43.5 - 40
z=————=175

Boylece,
P(X >435) = P(Z>1.75) =1 — P(Z<1.75) = 1-0.9599 = 0.0401.

Bir smavin ortalama notu 74 ve standart sapmasi 7'dir. Sinifin %12'si A harf
notunu aldiysa ve notlar normal bir dagilim izleyecek sekilde egri ise, miimkiin olan en diisiik

A ve miimkiin olan en yiiksek B nedir? (NOT: 0-100 aras1 tamsay1 degerleridir).

Bu o6rnekte, bilinen bir olasilik alaniyla bagliyoruz, z degerini buluyoruz ve sonra
x = oz + p formiiliinden x'i belirliyoruz. A alan 6grencilerin oranina karsilik gelen 0.12'lik

bir alan Sekil 6.20'de gblgelendirilmistir.

.
012

X

Sekil 6.20: Ornek 6.13 i¢in Alan.

Alanin 0.12'sini saga ve dolayisiyla 0.88'lik bir alan1 sola birakan bir z degerine ihtiyacimiz
var. Tablo A.3'ten, P(Z < 1.18) 0.88'e en yakin degere sahiptir, dolayisiyla istenen z degeri
1.18'dir. Yani;

P(X > A) = 0.12.

4 74—1175
7 - .

A =82.225

Bu nedenle, en diisiik A 83 ve en yiiksek B 82'dir.



Ornek 6.13'te smifin %60°1 en az hangi nottan daha diisiik bir not almistir?

P(X < x) = 0.6.

_x—74
=T

x—74
P(Z< > )=0.6

x—74
7

= 0.25

x = 75.75

Yani notlarin %60'1 75 ve altindadir.

6.5 IKi TERIMLI (BINOM) DAGILIMIN NORMAL DAGILIMA YAKLASIMI

Iki terimli deneylerle iliskili olasiliklar, iki terimli dagilimm b(x; n,p) formiiliinden
veya n kiigiik oldugunda Tablo A.1'den kolaylikla elde edilebilir. Ek olarak, binom olasiliklar1
bir¢ok bilgisayar yazilim paketinde kolayca bulunur. Bununla birlikte, iki terimli ve normal
dagilim arasindaki iliskiyi 6grenmek ogreticidir. B6liim 5.5'te, n oldukga biiyiik ve p 0 veya 1'e
cok yakin oldugunda, iki terimli olasiliklar1 tahmin etmek i¢in Poisson dagiliminin nasil
kullanilabilecegini gosterdik. Hem iki terimli hem de Poisson dagilimlari ayriktir (kesiklidir).
Kesintisiz bir numune alani tizerindeki yaklasik olasiliklara siirekli bir olasilik dagiliminin ilk
uygulamasi, normal egrinin kullanildigi Ornek 6.12'de gosterildi. Normal dagilim, ikincisi
simetrik bir ¢an sekli aldiginda, ayr1 bir dagilima genellikle iyi bir yaklasimdir. Teorik agidan
bakildiginda, bazi dagilimlar, parametreleri belirli sinirlara yaklagtikca normale yakinsar.
Normal dagilim, uygun bir yaklasik dagilimdir, ¢iinkii kiimiilatif dagilim fonksiyonu ¢ok kolay
bir sekilde tablolastirilabilir. Biri kiimiilatif dagilim isleviyle calisirken, pratik problemlerde
binom dagilimma normal tarafindan giizel bir sekilde yaklasilir. Simdi, n yeterince biiyiik
oldugunda, iki terimli 6zellikleri yaklasik olarak tahmin etmek i¢in normal egri altindaki

alanlar1 kullanmamiza izin veren bir teorem ifade ediyoruz.



TEOREM 6.3: X, ortalama u = np ve varyans ¢> = npq olan bir binom rasgele

degiskeniyse, 0 zaman Z dagiliminin sinirlayici bi¢imi,
_X—np
Vv npq

n — oo olarak, standart normal dagihm n(z; 0,1) olur.

Z

u = npve o? = np(1 — p) ile normal dagilimin, n biiyiik oldugunda ve p 0 veya
I'e ¢cok yakin olmadiginda binom dagilimina yalnizca ¢ok dogru bir yaklasim saglamakla
kalmaz, ayn1 zamanda olduk¢a n kiigiik ve p 1/2'ye olduk¢a yakin oldugunda bile iyi bir

yaklagim gostermektedir.

Binom dagilimina normal yaklagimi géstermek icin, 6nce b(x; 15, 0.4) i¢in histogrami
cizeriz ve sonra X binom degigkeni ile ayn1 ortalama ve varyansa sahip 6zel normal egriyi {ist

iiste bindiririz. Dolayisiyla, bir normal egri ¢izeriz u = np = (15)(0,4) = 6 ve ¢ =
npq = (15)(0,4)(0,6) = 3.6

b(x; 15,0.4)"in histogrami ve tamamiyla ortalamasi ve varyansiyla belirlenen karsilik gelen

iist liste bindirilmis normal egri Sekil 6.22'de gosterilmektedir.

AN
/| [N

/ \
/ N

1 N .

012 3456 7 89 11 13 15

Sekil 6.22: b(x; 15, 0.4)'lin normal yaklasima.

Binom rasgele degiskeni X'in belirli bir x degerini alma olasilig1, tabani1 x merkezli olan
cubugun alanina esittir. Ornegin, X'in 4 degerini iistlenme olasilig1, taban1 x = 4 merkezli

dikdortgenin alanina esittir. Tablo A.1'1 kullanarak, bu alanin
P(X =4) = b(4; 15,0.4) = 0.1268

oldugunu ve yaklasik olarak Sekil 6.23'teki iki koordinat x; = 3.5 ve x, = 4.5 arasindaki

normal egri altindaki tarali bolgedir.



X

012 3 456 7 89 11 13 15

Sekil 6.23: b(x; 15,0.4) ve Y3_, b(x; 15, 0.4) i¢in normal yaklasim.

Z degerlerine ¢evirirsek

3.5-6 4.5—-6

Z, = =-132vez, = —=>=—0.79
1.897 1.897

elde ederiz.

X bir binom rasgele degiskeni ve Z bir standart normal degisken ise, o zaman
P(X = 4)= b(4; 15,04) = P(-132 < Z < —-0.79)
= P(Z < —-0.79) — P(Z < —1.32) = 0.2148 — 0.0934 = 0.1214.
Bu, 0.1268 tam degeri ile ¢ok yakindan uyugsmaktadir.

Normal yaklasim, n'nin biiyiik degerleri i¢in binom toplamlarinin hesaplanmasinda en
kullaniglidir. Sekil 6.23'e atifta bulunarak, X'in 7'den 9'a kadar (dahil) bir deger alma olasiligiyla
ilgilenebiliriz. Kesin olasilik, tabanlart x = 7,8 ve 9 merkezli dikdortgenlerin alanlarinin

toplamina esit olan

i
P(T<X <9)= Zb 5,0.4) = b(2;15,0.4)

r=0 =0

= 0.9662 — 0.6098 = 0.3564,
ile verilir.
Normal yaklagim igin, Sekil 6.23'te x; = 6.5 ve x, = 9.5 ordinatlar arasindaki egrinin

altindaki golgeli bolgenin alanini buluyoruz. Karsilik gelen z degerleri;

6.5— 9.5

—026vezz —— = 1.85. Simdi,
1.897 1.89

Z1 =

P(7<X<9) ~P(026 < Z < 185 = P(Z < 185) — P(Z < 0.26)
= 0.9678 — 0.6026 = 0.3652.



Bir kez daha, normal egri yaklasimi, 0.3564 tam degeriyle ¢ok yakindan uyusan bir
deger saglar. Egrinin histograma ne kadar iyi uyduguna bagli olan dogruluk derecesi, n arttik¢a
artacaktir. Bu, p 1/2'ye ¢ok yakin olmadiginda ve histogram artik simetrik olmadiginda
ozellikle dogrudur. Sekil 6.24 ve 6.25, sirasiyla b(x; 6, 0.2) ve b(x; 15, 0.2) i¢in histogramlari
gostermektedir. Normal bir egrinin histograma n = 15 oldugunda, n = 6 oldugu duruma

gore ¢ok daha iyi uyacagi agiktir.

0

Sekil 6.24: b(x; 6,0.2) i¢in histogram. Sekil 6.25: b(x; 15,0.2) icin histogram.

Binom'a normal yaklasimla ilgili ¢izimlerimizde, x'in solundaki normal egri altindaki
alani ararsak, x + 0.5 kullanmanin daha dogru oldugu ortaya ¢ikti. Bu, kesikli bir dagilimin
stirekli bir dagilimla yaklasik olarak tahmin edildigi gercegini karsilamak icin yapilan bir
diizeltmedir. +0.5 diizeltmesine siireklilik diizeltmesi denir. Yukaridaki tartisma, iki terimli

icin asagidaki resmi normal yaklagima yol acar:

X, n ve p parametreleri ile bir binom rasgele degiskeni olsun. Biiylik nicin X, u = np

veo? = npq = np(1—p)ve

P(X<z) = Y b(kin,p)

k=0
~ x + 0,5"in solundaki normal egri altindaki alan

_ P(ZE ;r+0.o—n.p>.

N

ile yaklasik olarak normal bir dagilima sahiptir ve np ve n(1 — p), 5'ten biiyiik veya ona esitse

yaklasim iyi olacaktir.



Daha o6nce belirttigimiz gibi, yaklasiklik kalitesi biiyiik n igin oldukea iyidir. p 1/2'ye
yakinsa, makul bir yaklagim ic¢in orta veya kiiciik bir drneklem boyutu yeterli olacaktir.
Y aklastirma kalitesinin bir gostergesi olarak Tablo 6.1'i sunuyoruz. Hem normal yaklagim hem
de ger¢ek binom kiimiilatif olasiliklart verilmistir. p = 0.05 ve p = 0.10'da, n = 10 igin
yaklagikligin oldukga kaba olduguna dikkat edin. Ancak, n = 10 i¢in bile, p = 0.50 i¢in
iyilesmeye dikkat edin. Ote yandan, p, p = 0.05'te sabitlendiginde, n = 20'denn = 100'e
gidildikce yaklagimin iyilesmesine dikkat edin.

Tablo 6.1: Normal Yaklasim ve Gergek Kiimiilatif Binom Olasiliklar

p=0.05, n=10 p=0.10, n =10 p=10.50, n=10
r  Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.5987 0.5000 0.3487 0.2981 0.0010 0.0022
1 0.9139 0.9265 0.7361 0.7019 0.0107 0.0136
2 0.9885 0.9981 0.9298 0.9429 0.0547 0.0571
3 0.9990 1.0000 0.9872 0.9959 0.1719 0.1711
4
5
6
7

1.0000 1.0000 0.9984 0.9999 0.377 0.3745
1.0000 1.0000 0.6230 0.6255

0.8281 0.8289

0.9453 0.9429

8 0.9893 0.9864
9 0.9990 0.9978
0 1.0000 0.9997

p=0.05
n =20 1 = 50 n =100
r  Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.3585 0.3015 0.0769 0.0968 0.0059 0.0197
1 0.7358 0.6985 0.2794 0.2578 0.0371 0.0537
2 0.9245 0.9382 0.5405 0.5000 0.1183 0.1251
3 0.9841 0.9948 0.7604 0.7422 0.2578 0.2451
4
5
6
7

0.9974 0.9998 0.8964 0.9032 0.4360 0.4090
0.9997 1.0000 0.9622 0.9744 0.6160 0.5910
1.0000 1.0000 0.9882 0.9953 0.7660 0.7549
0.9968 0.9994 0.8720 0.8749

8 0.9992 0.9999 0.9369 0.9463
9 0.9998 1.0000 0.9718 0.9803
0 1.0000 1.0000 0.9885 0.9941




Ornek 6.15: Bir hastanin nadir goriilen bir kan hastaligindan kurtulma olasilig1 0.4'tiir. 100

kisinin bu hastaliga yakalandig biliniyorsa, 30'dan azinin hayatta kalma olasilig1 nedir?

Cevap 6.15: Binom degiskeni X'in hayatta kalan hasta sayisini temsil etmesine izin verin. n =
100 oldugundan, p ile normal egri yaklasimini kullanarak oldukc¢a dogru sonuglar elde

etmeliyiz.
Istenen olasilig1 elde etmek i¢in x = 29.5'in solundaki alan1 bulmaliy1z. (30’dan az olmasi)
29.5'e karsilik gelen z degeri

o 29.5—40 — 914
4.899 'dir

ve 100 hastanin 30'undan azinin hayatta kalma olasilig1 Sekil 6.26'daki golgeli bolge tarafindan

verilmistir.
/,J I
L \g=1
|
|
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—2.14 0 X
Sekil 6.26: Ornek 6.15 icin Alan.
Dolayisiyla,

P(X <30) = P(Z < —2.14) = 0.0162.

Ornek 6.16: 80 soruluk coktan segmeli bir smav yapilmaktadir. Her bir sorunun 4 cevap
secenegi olup 1 tanesi dogrudur. Cevaplar rastgele se¢ilirse 25 ile 30 arast sorunun dogru

cevaplanma olasilig1 nedir?
Cevap 6.16: 80 sorunun her biri i¢in dogru cevabi tahmin etme olasihigi p = 1/4'tlir. X,
tahminden kaynaklanan dogru cevaplarin sayisini temsil ediyorsa, o zaman

30

P(25 < X < 30) = Z b(z;80,1/4).



Normal egri yaklasimini kullanarak,

p=mnp=(80) (1) =20

4
o = \/npq=+/(80)(1/4)(3/4) = 3.873,

x1 = 24.5ilex, = 30.5 arasindaki alana ihtiyacimiz var. Karsilik gelen z degerleri

L _245-20 . 30.5-20

_ _ 271,
: 3.873 2 3.873 1

25 ile 30 soruyu dogru tahmin etme olasihigi, Sekil 6.27'deki golgeli bolge tarafindan

/e
/

verilmektedir.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
0

1.16 271

Sekil 6.27: Ornek 6.16 i¢in Alan.

Tablo A.3'ten sunu buluyoruz:

3o
P(25 <X <30)= Y b(x;80,0.25) =~ P(1.16 < Z < 2.71)

= P(Z < 271)— P(Z < 1.16) = 0.9966 — 0.8770 = 0.1196.



EK AS:

s

Table A.3 Areas under the Normal Curve
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09

—3.4 0.0003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00002
—33 0.0005 00005 00005 00004 00004 0.0004 00004 0.0004 0.0004 0.0003
—3.2  0.0007 00007 00006 00006 00006 00006 00006 00005 00005 0.0005
—31 0.0010 0.0009 0.0009 00009 0.0008 0.0008 0.0008 00008 0.0007 0.0007
—3.0 0.0013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 0.0010  0.0010

—-29 0.0019 00018 00018 00017 00016 0.0016 00015 00015 0.0014 0.0014
—2.8 0.0026 0.0025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 0.0019
—2.7 0.0035 0.0034 00033 00032 00031 0.0030 00020 00028 0.0027 0.0026
—2.6 0.0047 00045 0.0044 00043 00041 00040 0.003% 00038 0.0037 0.0036
—25 0.0062 0.0060 0.0059 00057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

—24 0.0082 00080 0.0078 00075 00073 0.0071 0.0060 00068 0.0066 0.0064
—-23 0.0107 00104 00102 00099 00096 0.0094 00091 00089 0.0087 0.0084
—-22 0.0139 00136 00132 00129 00125 0.0122 00119 00116 0.0113 0.0110
—-21 00179 00174 00170 00166 00162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
—-20 0.0228 00222 00217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 00192 0.0188 0.0183

—-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 00268 00262 0.0256 00250 00244 0.0239 0.0233
—-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 00336 0.0320 0.0322 0.0314 00307 0.0301 0.0294
—1.7 0.0446 0.0436 0.0427 00418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
—1.6 0.0545 0.0537 0.0526 00516 00505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
—-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 00630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

—1.4 0.0808 00793 00778 00764 00749 0.0735 00721 00708 0.0694 0.0681
—-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 00018 0.0001 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 01151 01131 01112 01093 01075 01056 0.1038 01020 0.1003  0.0985
—-1.1 01357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 0.1190  0.1170
—1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

—0.9 0.1841 0.1814 01788 01762 01736 01711 01685 0.1660 0.1635 (0.1611
—-0.8 0.2119 02000 02061 02033 02005 01977 01949 01922 0.1804 0.1867
—0.7 0.2420 0.2389 02358 02327 022096 02266 02236 02206 0.2177 0.2148
—0.6 0.2743 02709 02676 02643 02611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
—0.5 0.3085 03050 03015 02981 02946 0.2012 02877 0.2843 0.2810 0277

—0.4 03446 0.3409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
—0.3 03821 03783 03745 03707 03660 03632 03594 03557 0.3520 0.3483
—-0.2 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 0.3807 0.3859
—01 04602 04562 04522 044583 04443 0.4404 04364 04325 04286  0.4247
—0.0 05000 04960 04920 048380 0.4840 04801 04761 04721 04681 04641




Table A.3 (contimued) Areas under the Normal Curve

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09
0.0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05230 05279 05319 05350
0.1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 0.5636 0.5675 05714  0.5753
0.2 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0.3 06179 06217 06255 0.6203 06331 06368 0.6406 06443 06480 06517
0.4 06554 06501 06628 0.6664 06700 06736 06772 06808 06844 0.6870
0.5 06915 06050 06985 0.7019 07054 07088 07123 0.7157 07190 0.7224
0.6 0.7257 07201 07324 0.7357 07380 0.7422 07454 0.7486 07517 0.7549
0.7 0.7580 07611 07642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 07823 0.7852
0.8 07881 07910 07930 0.7967 07995 0.8023 08051 08078 08106 0.8133
0.0 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 0.8340 08365 0.8380
1.0 08413 08438 038461 0.8485 08508 0.8531 08554 0.8577 0.8500 0.8621
1.1 08643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 0.8810 0.8830
1.2 08849 (0.8860 03888 0.8907 0.8025 0.8944 08062 0.8080 0.8997 0.9015
1.3 00032 09040 09066 009082 00009 09115 00131 00147 09162 09177
1.4 00192 09207 09222 009236 09251 09265 009279 009202 09306 09319
1.5 00332 09345 09357 009370 00382 09394 00406 00418 09420 09441
1.6 00452 09463 09474 009484 00495 09505 00515 09525 09535 09545
1.7 00554 09564 09573 009582 00591 09500 09608 09616 09625 0.9633
1.8 00641 09640 09656 09664 009671 09678 00686 00603 09699 09706
1.9 09713 09719 09726 009732 09738 009744 09750 09756 09761 0.9767
2.0 00772 09778 00783 00788 09793 009798 0.9803 00808 09812 0.9817
2.1 00821 09826 009830 00834 09838 00842 00846 00850 09854 0.9857
2.2 00861 09864 0088 00871 09875 009878 00881 00884 08887  0.9890
2.3 00803 09806 009898 00901 09904 09906 009909 00911 08913 0.9916
2.4 00018 098920 00922 00925 09927 09920 009931 00032 09934 09936
2.5 00038 09940 009941 00943 09945 09946 00948 00049 08951  0.9952
2.6 00953 09955 009956 0.0957 09950 09960 00961 0.0962 09963 0.9964
2.7 00065 09966 00967 00968 09960 09970 009971 00072 08973 09974
2.8 00074 09975 009976 00977 09977 09978 00979 0.0979 09980 0.9981
2.0 00081 09982 00982 00983 09984 009984 00985 00085 009986  0.9986
3.0 00087 09987 00987 00988 00988 09980 00080 0.0080 09990 0.9990
3.1 00000 09991 09991 00991 09992 09992 00992 00092 09993 09993
3.2 00093 09993 009994 00994 09994 09994 00994 0.0995 09995 0.9995
3.3 00005 09995 00995 00996 09996 09996 0.9996 00096 09996 0.9997
3.4 00007 09997 09997 00997 09997 09997 00997 0.0997 09997 0.9998




OLASILIK VE ISTATISTIK

13.HAFTA
BAZI SUREKLI OLASILIK DAGILIMLARI (DEVAM)

6.6 GAMA VE USTEL DAGILIMLAR

Normal dagilim, miithendislik ve bilimdeki bir¢ok problemi ¢ozmek i¢in kullanilabilse
de, farkli tiirde yogunluk fonksiyonlar1 gerektiren ¢ok sayida durum vardir. Bu tiir iki yogunluk

fonksiyonu, gama ve iistel dagilimlar bu boliimde tartisilmaktadir.

Ustel dagilimin, gama dagilimimin 6zel bir durumu oldugu ortaya konmustur. Her ikisi
de ¢ok sayida uygulama igermektedir. Ustel ve gama dagilimlar1 hem kuyruk teorisi hem de
giivenilirlik problemlerinde 6nemli bir rol oynar. Servis tesislerine variglar arasindaki stire ile
bilesen parcalariin ve elektrik sistemlerinin arizalanma siiresi genellikle iistel dagilimla giizel
bir sekilde modellenir. Gama ve istel arasindaki iligki, gama'nin benzer problemlerde

kullanilmasina izin verir. Daha fazla detay ve resim bu boliimde daha sonra verilecektir.

Gama dagilimi, adim1 matematigin bir¢ok alaninda incelenen iyi bilinen gama
fonksiyonundan alir. Gama dagilimina gegmeden once, bu islevi ve bazi dnemli 6zelliklerini

gozden gegirelim.

Gama fonksiyonu

I'(a) = f x*le~*dx,a > 0 icin

ile tanimlanir.

Asagida gama islevinin birkag basit 6zelligi verilmistir.

a) n)=(m-1)n—-2) - (DHI'(1), n pozitif tam sayisi i¢in. Yani, ['(a) = (a0 - 1)['(a - 1).
b.) I'(n)=(n-1)!, Pozitif bir tamsay1 igin.

c) I'(H)=1.

d.) r(1/2)=+n



Siirekli rasgele degisken X, yogunluk fonksiyonu

1 ,.Cn—l e—=/8 . o> U,

flza, B) = {m

0, elsewhere,
tarafindan verilirse, @ ve [ parametreleriyle bir gama dagilimina sahiptir, burada ¢ > 0 ve
g> 0.

a ve 3 parametrelerinin belirli belirli degerleri i¢in ¢esitli gama dagilimlarinin grafikleri

Sekil 6.28'de gosterilmektedir.

f(x)

1.0 -
\ a=1
\ B=1
\
05
a=2
T; -.._'S: 1 a=4
',/ b """ B=1
/ <
/ ! ! T x
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 6.28: Gama dagilimlar1.
a = 1 olan 6zel gama dagilimina iistel dagihim denir.

Siirekli rasgele degisken X, yogunluk fonksiyonu

1. —=/f8 .
f(z:8) = {" , x>0,

0, elsewhere,

tarafindan verilirse, f parametresiyle iistel bir dagilima sahiptir, burada § > 0.

Asagidaki teorem ve sonug, gama ve iistel dagilimlarin ortalamasini ve varyansini verir.

TEOREM 6.4: Gama dagiliminin ortalamasi ve varyansi

u = afved? = af?dir.

Sonuc 6.1: Ustel dagilimin ortalamasi ve varyansi

u = Bves?= p¥dir.




A. Poisson Siireci ile iliskisi

Ustel dagilimm uygulamalarini takip edecegiz ve ardindan gama dagilimma geri
donecegiz. Ustel dagilimm en énemli uygulamalari, Poisson siirecinin uygulandigi durumlardar.
Poisson isleminin Poisson dagilimi adi verilen ayrik dagilimin kullanimina izin verdigini
hatirlamaliy1z. Poisson dagiliminin, belirli bir zaman diliminde veya uzayda belirli sayida
"olay" olasiligimi hesaplamak icin kullanildigimmi hatirlayin. Birgok uygulamada, zaman
periyodu veya uzay aralig1 rastgele degiskendir. Ornegin, bir endiistri miihendisi, biiyiik bir
sehirde trafigin yogun oldugu saatlerde sikisik bir kavsaga variglar arasindaki T siiresini

modellemekle ilgilenebilir. Bir varig, Poisson olayini temsil eder.

Ustel dagilim (genellikle negatif iistel olarak adlandirilir) ile Poisson siireci arasindaki
iliski oldukg¢a basittir. Bolim 5'te, Poisson dagilimi, A parametresi ile tek parametreli bir
dagilim olarak gelistirilmistir; burada A, birim "zaman" basina ortalama olay sayist olarak
yorumlanabilir. Simdi, ilk olayin meydana gelmesi i¢in gereken siire ile agiklanan rasgele
degiskeni ele alalim. Poisson dagilimini kullanarak, ¢ zamanina kadar olan siirede herhangi bir
olay meydana gelmeme olasiliginin su sekilde verildigini buluruz:

(?_M{)\t)[] Y

p(0; Af) = o =e

Simdi yukaridakilerden faydalanabiliriz ve X'in ilk Poisson olaymin zamani olmasina
izin verebiliriz. ik olaya kadar gegen siirenin x'i gegme olasilig1, x'te higbir Poisson olayinin

olmama olasilig1 ile aymdir. Ikincisi, elbette, e =** ile verilir.

P(X >z)=e"",
Sonug olarak, (X >z)=e

Boylece, X i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu
PO<X<z)=1-—¢"".

Simdi, tstel dagilimm varligini taniyabilmemiz i¢in, A = 1/f ile iistel dagilimin

yogunluk fonksiyonu olan
f(z) = e,

yogunluk fonksiyonunu elde etmek ic¢in yukaridaki kiimilatif dagilim fonksiyonunu

farklilastirtyoruz.



B. Ustel ve Gama Dagihmlarimin Uygulamalar:

Yukarida, tistel dagilimin "varisa kadar gecen siire" veya Poisson olay1 problemlerine
kadar gegen siire problemlerine uygulanmasi icin temel sagladik. Burada baz1 uygulamalari
gosterecegiz ve ardindan bu modelleme uygulamalarinda gama dagiliminin roliinii tartigmaya
devam edecegiz. Ustel dagilimin ortalamasinin, Poisson dagilimindaki parametrenin tersi olan
P parametresi olduguna dikkat edin. Okuyucu, sik sik Poisson dagiliminin hafizas1 olmadiginin
sOylendigini hatirlamalidir, bu da ardisik zaman dilimlerindeki olusumlarin bagimsiz oldugunu
ima eder. Onemli parametre S, olaylar arasindaki ortalama siiredir. Ekipman arizasinin
genellikle bu Poisson siirecine uydugu giivenilirlik teorisinde, [ arizalar arasindaki ortalama
siire olarak adlandirilir. Birgok ekipman arizasi Poisson siirecini izler ve bu nedenle {istel
dagilim gecerlidir. Diger uygulamalar, biyomedikal deneylerde hayatta kalma siirelerini ve

bilgisayar yanit siiresini igerir.

Asagidaki ornekte, listel dagilimin bir giivenilirlik sorununa basit bir uygulamasini

gosteriyoruz. Binom dagilimi da ¢dziimde rol oynar.

Bir sistemin, y1l cinsinden arizalanma siiresi T tarafindan verilen belirli bir tiir
bilesen igerdigini varsayalim. Rastgele degisken T, ortalama ariza siiresi § = 5 olan iistel
dagilimla giizel bir sekilde modellenmistir. Bu bilesenlerden 5 tanesi farkli sistemlere

kurulursa, 8 yilin sonunda en az 2 tanesinin hala ¢aligir durumda olma olasilig1 nedir?

Belirli bir bilesenin 8 yil sonra hala ¢alisiyor olma olasiligt

1 /% _, .-
P(T >8)= g[ e~ tP dt = e85 = 0.2.

ile verilir.

X, 8 yil sonra galisan bilesenlerin sayisim1 temsil etsin. Sonra binom dagilimin
kullanarak,
1

P(X >2)=> b(z;502)=1-> b(z;5,0.2) =1—0.7373 = 0.2627.
r=2

=0



Belirli bir santrale gelen telefon aramalarinin, dakikada ortalama 5 arama gelen
bir Poisson siirecini izledigini varsayalim. Santrale 2 arama gelene kadar 1 dakikanin ge¢mesi

olasilig1 nedir?

Poisson stireci, § = 1/5ve a = 2 ile bir gama dagilimin1 takip eden 2 Poisson
olayina kadar gecen siire i¢in gegerlidir. 2 ¢agr1 gelmeden 6nce gegen siireyi dakika cinsinden
X ile belirtin. Gerekli olasilik

L1

] l - -
PX<1)= ?J’L‘-‘_"'-’"’ dr = ‘25/ re T dr=1—-—e"(14+5)=0.96.
oot 0

ile verilir.

Gama dagiliminin kékeni, @ Poisson olaylarinin meydana gelmesine kadar zaman (veya
uzay) ile ilgili olsa da, net bir Poisson yapist olmamasina ragmen bir gama dagiliminin ¢ok iyi
calistig1 bircok Ornek vardir. Bu, hem miihendislik hem de biyomedikal uygulamalardaki

saglam kalma siiresi problemleri i¢in 6zellikle dogrudur.

Farelerle yapilan bir biyomedikal ¢alismada, bir toksik maddenin dozunun hayatta
kalma siireleri iizerindeki etkisini belirlemek i¢in bir doz-yanit aragtirmasi kullanilir. Zehirli
madde, siklikla jet yakitindan atmosfere salinan maddedir. Belirli bir toksik madde dozu i¢in
caligma, hafta cinsinden saglam kalma siiresinin @ = 5 ve f = 10 ile bir gama dagilimina

sahip oldugunu belirler. Bir farenin 60 haftadan fazla hayatta kalmama olasilig1 nedir?

Rastgele degisken X, hayatta kalma siiresi (6liim siiresi) olsun. Gerekli olasilik;

ngwzéf——f—wm
P Jo

Yukaridaki integral, gama dagilimi i¢in kiimiilatif dagilim islevi haline gelen eksik

gama islevinin kullanilmasiyla ¢oziilebilir. Bu fonksiyon

T a—1 —y
) YT e
F(z;a) :] —— dy.
L ' o T(a) /

olarak yazilir.

y = x/Byanix = By kabul edersek, Ek A.23'teki tamamlanmamis gama fonksiyonu
tablosunda F(6; 5) olarak gosterilen



6 4 —uy
Yl

P(X <60 :f =
A £60) o I(5)

Yi

elde ederiz. Bunun, gama dagilimi igin olasiliklarin hizli bir sekilde hesaplanmasina izin
verdigini unutmaymn. Nitekim bu problem igin farenin 60 giinden fazla hayatta kalmama

olasilig1
P(X < 60) = F(6;5) = 0.715.

tarafindan verilmektedir.

Onceki verilerden, belirli bir iiriinle ilgili miisteri sikdyetleri arasinda ay cinsinden
gegen siirenin ¢ = 2 ve f = 4 olan bir gama dagilimi oldugu bilinmektedir. Kalite kontrol
gerekliliklerini sikilastirmak icin degisiklikler yapilmistir. Bu degisikliklerin ardindan ilk

sikayetin lizerinden 20 ay ge¢mistir. Kalite kontrol sikilastirmasi etkiliymis gibi mi goriiniiyor?

Degisikliklerden onceki kosullar altinda ¢ = 2 ve f = 4 ile bir gama dagilim1
izleyen ilk sikayetin zamani X olsun. Soru, a ve B'nin sirasiyla 2 ve 4 degerlerinde kaldig1 goz
ontine alindiginda, X > 20'nin ne kadar nadir oldugu etrafinda toplaniyor. Yani Onceki
kosullarda 20 ay gibi bir “sikdyet siiresi” makul miidiir? Béylece, Ornek 6.19'daki ¢oziim
izlenerek,

1 20 ,rn—l E—.J'_.-".f
PIX>20)=1—- — — .
x2m=1-g [T

Yine, y = x/f kullanarak,

o ° ye Y ,
PX220)=1— [ % _dy=1-F(52)=1—0.96=0.04,
(Xz20)=1- [ XS dy—1-Fs52)

burada F(5; 2) = 0.96, Tablo A.23'ten bulunur.

Sonug olarak, gama dagilimmin ¢ = 2 ve § = 4 kosullarinin, gézlemlenen sikayet
stiresinin 20 ay kadar biiyiik oldugu verileriyle desteklenmedigi sonucuna varabiliriz. Bu

nedenle, kalite kontrol ¢alismasinin etkili oldugu sonucuna varmak mantiklidir.



6.7 Ki-KARE DAGILIMI

Gama dagiliminin bir bagka ¢ok dnemli 6zel durumu, v'nin pozitif bir tam say1 oldugu
a = v/2 ve B = 2 kabul edilerek elde edilir. Sonug, ki-kare dagilimi olarak adlandirilir.

Dagilimin, serbestlik derecesi ad1 verilen v tek bir parametresi vardir.

Siirekli rasgele degisken X, yogunluk fonksiyonu

1 021 —2f2
f[ia):{ﬁr e = x>0,

0, elsewhere,

ile veriliyorsa, v pozitif bir tam say1 olmak iizere, v serbestlik dereceli bir ki-kare dagilimina

sahiptir.

Ki-kare dagilimu, istatistiksel ¢ikarimda hayati bir rol oynar. Hem metodoloji hem de
teoride onemli uygulamalar1 vardir. Ki-kare dagilimi, istatistiksel hipotez testi ve tahmininin

Oonemli bir bilesenidir.

Ornekleme dagilimlari, varyans analizi ve parametrik olmayan istatistiklerle ilgili

konular, ki-kare dagiliminin kapsamli kullanimini igerir.

TEOREM 6.5: Ki-kare dagiliminin ortalamasi ve varyansi

U = vvec?= 2v'dir.

6.8 BETA DAGILIMI

Tek tip dagilimmn (bir bigimli/uniform) bir uzantisi, bir beta dagilimidir. Bir beta

fonksiyonu tanimlayarak baglayalim.

Bir beta fonksiyonu
1
B(a,p) = fx“‘l(l —x)fldx =
0
ile tammmlamir, burada I' (@) gama fonksiyonudur.

r(erep)

ra+p) “F>0




Siirekli rasgele degisken X, yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi verilirse, « > 0 ve

B > 0 parametreleriyle bir beta dagilimina sahiptir:

f(z) = {T}ﬁrn_l 11—z, 0<z<l,

0, elsewhere.

(0, 1) lizerindeki diizgiin dagilimin, « = 1ve f = 1 parametreleriyle bir beta dagilimi

olduguna dikkat edin.

TEOREM 6.6: a ve B parametreleriyle bir beta dagiliminin ortalamasi ve varyansi

sirasiyla,
_ _a 2 _ aB
r = a+p veor = (@+B)2%@+p+1)

(0, 1) lizerindeki diizgiin dagilim i¢in, ortalama ve varyans sirastyla;

1A _1
1+1D2A+1+1) 12

= —1yeg? =
B=1r172 -



6.9 LOGNORMAL DAGILIM
Lognormal dagilim, ¢ok c¢esitli uygulamalar i¢in kullanilir. Dagilim, dogal log

dontistimiiniin normal dagilimla sonuglandig1 durumlarda gegerlidir.
Siirekli rasgele degisken X, rasgele degisken Y = [n(X) ortalama u ve standart sapma

o ile normal bir dagilima sahipse, bir lognormal dagilima sahiptir. X'in elde edilen yogunluk

fonksiyonu su sekildedir:
In({z)—p]’

1
L “E‘ I &

=)
|‘\.."
= =

=
M

flzp,0) =
0,

Lognormal dagilimlarin grafikleri Sekil 6.29'da gosterilmektedir.

f{x)
.'/_‘
06 , =0
| \o=1
{ \
|
| \
04|
|
| \
™,
| S T
02 ,'/ =1
_o=1
|/ —
| " _____———_______
i | | | | X
0 1 2 3 4 5

Sekil 6.29: Lognormal dagilimlar.

TEOREM 6.7: Lognormal dagilimin ortalamasi ve varyansi

p = et /2ye g2 = e2mto® (¢9° _ 1) seklindedir.

Birikimli (kiimiilatif) dagilim fonksiyonu (cdf), normal dagilimla iliskisi nedeniyle

oldukga basittir. Dagilim fonksiyonunun kullanimi asagidaki drnekte gosterilmektedir.



Tarihsel olarak kimyasal fabrikalar tarafindan {retilen kirletici
konsantrasyonlarinin, lognormal dagilima benzeyen davramiglar sergiledigi bilinmektedir.
Belirli bir kirleticinin milyonda parca cinsinden konsantrasyonunun g = 3.2 ve 0 = 1
parametreleriyle lognormal bir dagilima sahip oldugunu varsayalim. Konsantrasyonun

milyonda 8 parcay1 agsma olasilig1 nedir?

Rastgele degisken X'in kirletici konsantrasyonu oldugunu varsayalim. Daha sonra;

P(X >8) =1—P(X <8).

In(X), ortalama u = 3,2 ve standart sapma ¢ = 1 olan normal bir dagilima sahip
oldugundan,

In(8) — 3.2

mxia:@[ 1

] = &(-1.12) = 0.1314.

Burada, standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonunu belirtmek ig¢in @
kullaniyoruz. Sonug olarak, kirletici konsantrasyonunun milyonda 8 par¢ayr asma olasiligi

0,1314'tir.

Lokomotifler i¢in belirli bir elektronik kontrol tipinin binlerce mil cinsinden 6mrti,
u = 5.149 ve o = 0.737 ile yaklagsik olarak lognormal bir dagilima sahiptir. Boyle bir

elektronik kontroliin dmriiniin yiizde 5'ini bulunuz.

Tablo A.3'ten P(Z < —1.645) = 0.05 oldugunu biliyoruz. Boyle bir elektronik
kontroliin 6mriinti X ile belirtin. n(X), ortalama ¢ = 5.149 ve ¢ = 0.737 ile normal bir

dagilima sahip oldugundan, X'in yiizde 5’lik degeri
In(x) = 5.149 + (0.737)(—1.645) = 3.937
olarak hesaplanabilir.

Dolayisiyla, x = 51.265. Bu, kontrollerin yalnizca %5'inin 51.265 milden daha az kullanim

omriine sahip olacagi anlamina gelir.
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Table A.3 Areas under the Normal Curve
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09

—3.4 0.0003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00003 00002
—33 0.0005 00005 00005 00004 00004 0.0004 00004 0.0004 0.0004 0.0003
—3.2  0.0007 00007 00006 00006 00006 00006 00006 00005 00005 0.0005
—31 0.0010 0.0009 0.0009 00009 0.0008 0.0008 0.0008 00008 0.0007 0.0007
—3.0 0.0013 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 0.0010  0.0010

—-29 0.0019 00018 00018 00017 00016 0.0016 00015 00015 0.0014 0.0014
—2.8 0.0026 0.0025 00024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 0.0019
—2.7 0.0035 0.0034 00033 00032 00031 0.0030 00020 00028 0.0027 0.0026
—2.6 0.0047 00045 0.0044 00043 00041 00040 0.003% 00038 0.0037 0.0036
—25 0.0062 0.0060 0.0059 00057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

—24 0.0082 00080 0.0078 00075 00073 0.0071 0.0060 00068 0.0066 0.0064
—-23 0.0107 00104 00102 00099 00096 0.0094 00091 00089 0.0087 0.0084
—-22 0.0139 00136 00132 00129 00125 0.0122 00119 00116 0.0113 0.0110
—-21 00179 00174 00170 00166 00162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
—-20 0.0228 00222 00217 00212 0.0207 0.0202 0.0197 00192 0.0188 0.0183

—-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 00268 00262 0.0256 00250 00244 0.0239 0.0233
—-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 00336 0.0320 0.0322 0.0314 00307 0.0301 0.0294
—1.7 0.0446 0.0436 0.0427 00418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
—1.6 0.0545 0.0537 0.0526 00516 00505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
—-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 00630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

—1.4 0.0808 00793 00778 00764 00749 0.0735 00721 00708 0.0694 0.0681
—-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 00018 0.0001 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 01151 01131 01112 01093 01075 01056 0.1038 01020 0.1003  0.0985
—-1.1 01357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 0.1190  0.1170
—1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

—0.9 0.1841 0.1814 01788 01762 01736 01711 01685 0.1660 0.1635 (0.1611
—-0.8 0.2119 02000 02061 02033 02005 01977 01949 01922 0.1804 0.1867
—0.7 0.2420 0.2389 02358 02327 022096 02266 02236 02206 0.2177 0.2148
—0.6 0.2743 02709 02676 02643 02611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
—0.5 0.3085 03050 03015 02981 02946 0.2012 02877 0.2843 0.2810 0277

—0.4 03446 0.3409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
—0.3 03821 03783 03745 03707 03660 03632 03594 03557 0.3520 0.3483
—-0.2 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 0.3807 0.3859
—01 04602 04562 04522 044583 04443 0.4404 04364 04325 04286  0.4247
—0.0 05000 04960 04920 048380 0.4840 04801 04761 04721 04681 04641




Table A.3 (contimued) Areas under the Normal Curve

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09
0.0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05230 05279 05319 05350
0.1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 0.5636 0.5675 05714  0.5753
0.2 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0.3 06179 06217 06255 0.6203 06331 06368 0.6406 06443 06480 06517
0.4 06554 06501 06628 0.6664 06700 06736 06772 06808 06844 0.6870
0.5 06915 06050 06985 0.7019 07054 07088 07123 0.7157 07190 0.7224
0.6 0.7257 07201 07324 0.7357 07380 0.7422 07454 0.7486 07517 0.7549
0.7 0.7580 07611 07642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 07823 0.7852
0.8 07881 07910 07930 0.7967 07995 0.8023 08051 08078 08106 0.8133
0.0 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 0.8340 08365 0.8380
1.0 08413 08438 038461 0.8485 08508 0.8531 08554 0.8577 0.8500 0.8621
1.1 08643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 0.8810 0.8830
1.2 08849 (0.8860 03888 0.8907 0.8025 0.8944 08062 0.8080 0.8997 0.9015
1.3 00032 09040 09066 009082 00009 09115 00131 00147 09162 09177
1.4 00192 09207 09222 009236 09251 09265 009279 009202 09306 09319
1.5 00332 09345 09357 009370 00382 09394 00406 00418 09420 09441
1.6 00452 09463 09474 009484 00495 09505 00515 09525 09535 09545
1.7 00554 09564 09573 009582 00591 09500 09608 09616 09625 0.9633
1.8 00641 09640 09656 09664 009671 09678 00686 00603 09699 09706
1.9 09713 09719 09726 009732 09738 009744 09750 09756 09761 0.9767
2.0 00772 09778 00783 00788 09793 009798 0.9803 00808 09812 0.9817
2.1 00821 09826 009830 00834 09838 00842 00846 00850 09854 0.9857
2.2 00861 09864 0088 00871 09875 009878 00881 00884 08887  0.9890
2.3 00803 09806 009898 00901 09904 09906 009909 00911 08913 0.9916
2.4 00018 098920 00922 00925 09927 09920 009931 00032 09934 09936
2.5 00038 09940 009941 00943 09945 09946 00948 00049 08951  0.9952
2.6 00953 09955 009956 0.0957 09950 09960 00961 0.0962 09963 0.9964
2.7 00065 09966 00967 00968 09960 09970 009971 00072 08973 09974
2.8 00074 09975 009976 00977 09977 09978 00979 0.0979 09980 0.9981
2.0 00081 09982 00982 00983 09984 009984 00985 00085 009986  0.9986
3.0 00087 09987 00987 00988 00988 09980 00080 0.0080 09990 0.9990
3.1 00000 09991 09991 00991 09992 09992 00992 00092 09993 09993
3.2 00093 09993 009994 00994 09994 09994 00994 0.0995 09995 0.9995
3.3 00005 09995 00995 00996 09996 09996 0.9996 00096 09996 0.9997
3.4 00007 09997 09997 00997 09997 09997 00997 0.0997 09997 0.9998




EK A.23

Table A.23 The Incomplete Gamma Funetion: F'(r;a)

x

1

2

3

4

5

6

7

0

10

© oo =T D ok =R

0.6320
0.8650
0.9500
0.9320
0.9930

0.9980
0.9990
1.0000

0.2640
0.5940
0.8010
0.9080
0.9600

0.9830
0.9930
0.9970
0.9990
1.0000

0.0800
0.3230
0.5770
0.7620
0.8750

0.9320
0.9700
0.9860
0.9940
0.9970

0.9990
1.0000

0.0190
0.1430
0.3530
0.5670
0.7350

0.8490
0.9180
0.9380
0.9790
0.9900

0.9950
0.9980
0.9990
1.0000

0.0040
0.0530
0.1850
0.3710
0.5600

0.7150
0.8270
0.9000
0.9450
0.9710

0.9850
0.9920
0.9960
0.9980
0.9990

0.0010
0.0170
0.0540
0.2150
0.3540
0.5540
0.6090
0.8090
0.8840
0.9330

0.9620
0.9800
0.9890
0.9940
0.9970

0.0000
0.0050
0.0340
0.1110
0.2380

0.3940
0.5500
0.6870
0.7930
0.8700

0.9210
0.9540
0.9740
0.9860
0.9920

0.0000
0.0000
0.0040
0.0210
0.0680

0.1530
0.2710
0.4070
0.5440
0.6670

0.7650
0.8450
0.9000
0.9380
0.9630

0.0000
0.0000
0.0010
0.0030
0.0320

0.0840
0.1700
0.2830
0.4130
0.5420

0.6590
0.7580
0.83340
0.8910
0.9300




