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1 VEKTÖR ANAL�Z

1.1 Kartezyen Koordinat Sistemi

Tan�m (Skaler büyüklük). Bir say� ile ifade edilebilir. Örnek olarak, bir cismin kütlesi, uzunluk, hacim gibi
büyüklüklere bir say� kar³� gelir. Bu türden büyüklükler, skaler büyüklüklerdir.

Tan�m (Vektörel büyüklük). Bir �ziksel kavram�n büyüklü§ü ile beraber yönü de söz konusu ise bu büyüklü§ü
bir vektör ile gösteririz. Örnek: h�z, kuvvet, ...

Bir vektörel büyüklü§ü kartezyen koordinatlarda ³u ³ekilde gösterebiliriz.

A⃗ = A1e⃗x +A2e⃗y

Burada e⃗x ve e⃗y, x ve y eksenleri boyunca birim vektördür.

Tan�m (Birim Vektör). Uzunlu§u 1 (bir) olan vektördür.

A⃗ vektörü do§rultusunda birim vektör de yaz�labilir,

e⃗A =
A⃗

|A⃗|

burada |A⃗| =
√
A2

1 +A2
2 olup, A⃗ vektörünün uzunlu§udur.

Örnek 1. A⃗ = 4e⃗x + 3e⃗y alal�m.

|A⃗| =
√
42 + 32 = 5

e⃗A =
A⃗

|A⃗|
=

4e⃗x + 3e⃗y
5

e⃗A =
4

5
e⃗x +

3

5
e⃗y

Bir vektör en genel halde 3-boyutlu uzayda da yaz�labilir.

A⃗ = A1e⃗x +A2e⃗y +A3e⃗z

A⃗ vektörü do§rultusunda birim vektör,

e⃗A =
A⃗

|A⃗|
, |A⃗| =

√
A2

1 +A2
2 +A3

2

Diferansiyel Elemanlar

� Uzunluk eleman�:

dr⃗ = dxe⃗x + dye⃗y + dze⃗z

� Yüzey eleman�:

ds⃗x = dydze⃗x

ds⃗y = dxdze⃗y

ds⃗z = dxdye⃗z

� Hacim eleman�:

dv = dxdydz
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1.2 Gradyant, Diverjans, Rotasyonel, Laplasyen Kavramlar�

Bu ders boyunca kullanaca§�m�z pek çok vektörel i³lemler olacakt�r. Bu i³lemlerde kullanaca§�m�z operatörü
öncelikle tan�yal�m. Nabla (∇) operatörü olarak adland�r�lan bu operatör vektörel bir i³lem gösterir.

∇ = e⃗x
∂

∂x
+ e⃗y

∂

∂y
+ e⃗z

∂

∂z

Bu operatör skaler bir fonksiyona uyguland�§�nda

grad f = e⃗x
∂f

∂x
+ e⃗y

∂f

∂y
+ e⃗z

∂f

∂z

olarak yaz�lan bu ifade f fonksiyonunun gradyant� ad�n� al�r. f skaler bir fonksiyon iken, ∇f vektör olur.
Bu vektör de§erli∇, türev operatörünü de§i³ik ³ekillerde vektörlere uygulamak da mümkündür. Bu durumda:

div A⃗ =

[
e⃗x

∂

∂x
+ e⃗y

∂

∂y
+ e⃗z

∂

∂z

]
· [A1e⃗x +A2e⃗y +A3e⃗z]

=
∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
+
∂A3

∂z

Burada (·) ile gösterilen i³lem iki vektör aras�nda skaler çarp�md�r. Görüldü§ü gibi ∇ operatörü bir A⃗ vektörüne
skaler çarp�m olarak uygularsak, sonuç bir skaler olur ve bu i³leme bir vektörün diverjans� denir.

E§er ∇ operatörünü bir vektöre, vektörel çarp�m olarak uygularsak, bu i³leme de bir vektörün rotasyoneli
denir.

rot A⃗ = ∇× A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
e⃗x e⃗y e⃗z
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
A1 A2 A3

∣∣∣∣∣∣∣
Bu gösterilen i³lemler öyledir ki: f(x, y, z) ve A⃗(x, y, z) ikinci mertebeye kadar sürekli türevleri varsa, her

zaman;
rot grad f ≡ 0 ve div rot A⃗ ≡ 0

Tersine ³u da söylenebilir: Bir bölgede rot F⃗ ≡ 0, div B⃗ ≡ 0 ise öyle f(x, y, z) ve A⃗(x, y, z) fonksiyonu bulunabilir
ki,

F⃗ ≡ grad f ve B⃗ ≡ rot A⃗

Son olarak ∆ Laplasyen operatörü

∆f = div grad f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

olarak tan�mlan�r.
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1.3 Silindirik Koordinat Sistemi

Silindirik koordinat sistemi ortogonal bir sistemdir, yani uzaydaki herhangi bir nokta ifade etmek için kullan-
d�§�m�z üç de§i³ken (ρ, φ, z) birbirine dik kalacak ³ekilde art�³ gösterir. Üç boyutlu uzayda herhangi bir nokta
kartezyen koordinatlarda (x, y, z) ile gösterilirken silindirik koordinat sistemindeki de§i³kenler (ρ, φ, z) ile de
gösterilebilir.

Bu sistemde;
ρ uzaydaki noktan�n z-eksenine uzakl�§�
φ bu noktan�n Oxy düzlemine izdü³ümünün x-ekseni ile yapt�§� aç�
z kartezyen koordinatlardaki z, yani noktan�n z-eksenini izdü³ümüdür

Bu koordinat sisteminde (ρ, φ, z) art�³ yönündeki birim vektörler ise e⃗ρ, e⃗φ, e⃗z olarak adland�r�l�r. Silindirik
koordinat sistemi ve kartezyen koordinat sistemi aras�ndaki ili³ki ile yüzey ve hacim integrali için ifade etmemiz
gereken ds yüzey eleman� ve dv hacim eleman� ³u ³ekildedir.

� Koordinat Dönü³ümü:
x = ρ cosφ y = ρ sinφ z = z

� Birim vektörler:

r⃗ = ρe⃗ρ + ze⃗z

e⃗ρ = cosφe⃗x + sinφe⃗y
∂e⃗ρ
∂φ

= e⃗φ

e⃗φ = − sinφe⃗x + cosφe⃗y
∂e⃗φ
∂φ

= −e⃗ρ

dρ

Eρ
=
ρdφ

Eφ
=
dz

Ez

� Uzunluk eleman�:

dr⃗ = dρe⃗ρ + ρdφe⃗φ + dze⃗z

� Yüzey eleman�:

ds⃗ρ = ρdφdze⃗ρ

ds⃗φ = dρdze⃗φ

ds⃗z = ρdρdϕe⃗z

� Hacim eleman�:

dv = ρdρ dφdz

� Gradyan:

grad f(ρ, φ, z) =
∂f

∂ρ
e⃗ρ +

1

ρ

∂f

∂φ
e⃗φ +

∂f

∂z
e⃗z
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� Diverjans:

div A⃗(ρ, φ, z) =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ

∂φ
+
∂Az

∂z

� Rotasyonel:

rot A⃗ =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣∣
e⃗ρ ρe⃗φ e⃗z
∂

∂ρ

∂

∂φ

∂

∂z
Aρ ρAφ Az

∣∣∣∣∣∣∣
� Laplasyen:

∆f(ρ, φ, z) =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂f

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2f

∂φ2
+
∂2f

∂z2

1.4 Küresel Koordinat Sistemi

Küresel koordinat sistemi de ortogonal bir sistemdir. Uzaydaki herhangi bir nokta (r, θ, φ, ) de§i³kenleri ile
gösterilir. Bu noktay� yar�çap� r olan bir küre yüzeyi üzerinde dü³ünerek, noktan�n orijine göre konumu ifade
edilebilir.

r noktan�n orijine olan uzakl�§� (kürenin yar�çap� gibi)
θ yar�çap do§rusunun z-ekseni ile yapt�§� aç�
φ bu noktan�n Oxy düzlemine izdü³ümünün x-ekseni ile yapt�§� aç�

(r, θ, φ, )'nin art�³ yönündeki birim vektörler e⃗r, e⃗θ, e⃗φ ile gösterilir. Küresel koordinat sistemi ile kartezyen
koordinat sistemi aras�ndaki ili³ki, yüzey ve hacim integralleri al�rken yazmam�z gereken ds yüzey eleman� ve
dv hacim eleman� ³u ³ekildedir.

� Koordinat Dönü³ümü:
x = r sin θ cosφ y = r sin θ sinφ z = r cos θ

� Birim vektörler:

r⃗ = re⃗r

e⃗r = sin θe⃗ρ + cos θe⃗z

e⃗θ = cos θe⃗ρ − sin θe⃗z

e⃗r = sin θ cosφe⃗x + sin θ sinφe⃗y + cos θe⃗z

e⃗θ = cos θ cosφe⃗x + cos θ sinφe⃗y − sin θe⃗z

dr

Er
=
rdθ

Eθ
=
r sin θ dφ

Eφ

� Uzunluk eleman�:

dr⃗ = dre⃗r + rdθe⃗θ + r sin θdφe⃗φ



B�RB�R ÜNAL, DEM�RYÜREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

� Yüzey eleman�:

ds⃗r = r2 sin θdθdφ e⃗r

ds⃗θ = r sin θdrdφ e⃗θ

ds⃗φ = rdrdθ e⃗φ

� Hacim eleman�:

dv = r2 sin θdrdθdφ

� Gradyan:

grad f(r, θ, φ) =
∂f

∂r
e⃗r +

1

r

∂f

∂θ
e⃗θ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
e⃗φ

� Diverjans:

div A⃗(r, θ, φ) =
1

r2
∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ

∂φ

� Rotasyonel:

rot A⃗(r, θ, φ) =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣
e⃗r re⃗θ r sin θe⃗φ
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂φ
Ar rAθ r sin θAφ

∣∣∣∣∣∣∣
� Laplasyen:

∆f(r, θ, φ) =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2
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2 ELEKTROSTAT�K

2.1 Bo³lukta Elektrostatik Olay

Coulomb Yasas� (1785) : Elektrik yükleri q1 ve q2 olan ve bo³lukta kar³� kar³�ya duran iki maddesel noktan�n

aras�ndaki uzakl�k r′ olsun. Bunlar birbirine Newton kuvvetine ek olarak,
q1q2
r′2

ile orant�l� bir itme kuvveti

uygularlar. �kiden fazla yükün varl�§� halinde süperpozisyon geçerlidir.

F⃗12 = −F⃗21 =
q1q2

4πϵ0r′2
e⃗12 (2.1)

Burada ϵ0 bo³lu§un dielektrik sabitidir ve ϵ0 =
10−9

36π

[
F

m

]
.

�kiden fazla yük varsa q yüküne etki eden kuvvet,

F⃗ =
q

4πϵ0

∑
i

qi
r2i
e⃗i . (2.2)

E§er elektrik yükü ta³�yan maddesel noktalar bir v hacmini çok yo§un bir ³ekilde dolduruyorsa,

F⃗ =
q

4πϵ0

∫
v

ρ
r⃗ ′

r′3
dv olur. (2.3)

Burada ρdv, dv hacim eleman� içindeki yük miktar�, dolay�s�yla ρ yük yo§unlu§u olarak adland�r�l�r.

2.2 Elektrostatik Alan ve Elektrostatik Potansiyel

Bir q yüküne etki eden kuvvet, F⃗ ,

F⃗ = qE⃗, (2.4a)

E⃗ =
1

4πϵ0

∫
ρ(ξ, η, ζ)

r⃗ ′

r′3
dξdηdζ (2.4b)

Burada E⃗ elektrostatik alan� göstermektedir1. Vektör analiz bilgilerimiz ile

grad

(
− 1

r′

)
=
r⃗ ′

r′3
(2.5)

yaz�l�r. Öyleyse, E⃗ elektrik alan

E⃗(x, y, z) = −grad

{
1

4πϵ0

∫
ρ(ξ, η, ζ)

r′
dξdηdζ

}
(2.6)

1ξ: ksi, η: eta, ζ: zeta



B�RB�R ÜNAL, DEM�RYÜREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

³eklinde düzenlenebilir. Parantez içindeki ifade skaler bir büyüklüktür ve Coulomb potansiyeli ya da elektros-
tatik potansiyel ad�n� al�r,

V (x, y, z) =
1

4πϵ0

∫
ρ(ξ, η, ζ)

r′
dξ dη dζ + V0 (2.7)

(V0 : sabit) yani elektrik alan için
E⃗(x, y, z) = −gradV (2.8)

yaz�labilir. Bu son ifade ³unu ifade eder: Bo³ uzayda serbest halde bulunan elektrik yükleri her zaman skaler
bir büyüklük olan potansiyel (V ) fonksiyonunu, bunun gradyant� ise elektrik alan� (E⃗) meydana getirir.

�imdi Coulomb yasas�n� bir q yükünün bir Q yüküne etki ettirdi§i kuvvet için tekrar yazal�m.

F⃗ = Q
q

4πϵ0r3
r⃗ (2.9)

F⃗ = QE⃗ oldu§undan
E⃗ =

q

4πϵ0r3
r⃗ (2.10)

bir q yükünün meydana getirdi§i elektrik alan olur. grad
(
−1

r

)
=

r⃗

r3
oldu§undan ve denklem (2.8) kullan�larak

V =
q

4πϵ0r
(2.11)

bir noktasal q yükünün meydana getirdi§i elektrostatik potansiyel olur.
E⃗ = −gradV oldu§undan, vektör analizden de rot grad f ≡ 0 bilindi§inden

rot E⃗ = 0 (2.12)

elde edilir. Ayr�ca ∆
(
1
r

)
≡ 0 (e§er r ̸= 0 ise) oldu§undan

∆V = 0 . (2.13)

Bu son iki ifadeden denklem (2.12) ve (2.13)'den ³unu anlar�z: Serbest halde bo³ uzayda bulunan elektrik yükle-
rinin olu³turdu§u potansiyelin laplasyeni her zaman s�f�rd�r ve elektrik alan�n rotasyoneli de her zaman s�f�rd�r.
Öyleyse uzayda belirli ³ekilde da§�lm�³ yüklere ili³kin önce potansiyeli bulmak daha kolayd�r. ∆V = 0 çözülür.
Ard�ndan E⃗ = −gradV ile elektrik alan hesaplanabilir. Bu problem, üç de§i³ik örnek ile incelencektir.

Bu noktada ³u olay� incelemek faydal� olacakt�r. Bir q yükünü bir E⃗ alan� içinde A'dan B'ye hareket ettirmek
için yap�lan i³i hesaplayal�m.

C e§risi boyunca yap�lan i³ q'ya etki eden F⃗ kuvvetine kar³� olacakt�r:

W = −
∫ B

A

F⃗ · dc⃗ (2.14)

= −q
∫ B

A

E⃗ · dc⃗ = q

∫ B

A

gradV · dc⃗

gradV 'yi en genel halde C e§risine te§et bir bile³en ve bu e§riye dik düzlemde bir bile³en ³eklinde yazabiliriz.

gradV =
∂V

∂c
t⃗+

∂V

∂n
n⃗ (2.15)

dc⃗ = dc t⃗ oldu§undan

gradV · dc⃗ = ∂V

∂c
dc (2.16)

olur. Öyleyse i³,

W = q

∫ B

A

∂V

∂c
dc = q[V (B)− V (A)] (2.17)

olur. Bu sonuç ³öyle yorumlanabilir: Bir elektrik alan içine yerle³tirilmi³ yükü hareket ettirmek için yap�lacak i³,
yükün izleyece§i yoldan ba§�ms�zd�r. �³, sadece A ve B noktalar�ndaki potansiyel de§eri ile bellidir. V (B) > V (A)
ise yani yükü, potansiyeli daha yüksek bir noktaya ç�karmak için i³ yapmak gerekir. Ama V (B) < V (A) ise yani
yük, potansiyeli daha küçük bir noktaya götürüldü§ü zaman d�³ ortama enerji verilir.



B�RB�R ÜNAL, DEM�RYÜREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

x

y

3C

−4

3

4C

−1

−1
2

1

Örnek 2. 3C'luk elektrik yükü ³ekilde gösterilen konumda bulunmaktad�r.

1. 3C'luk yükün uzayda olu³turdu§u potansiyel ve elektrik alan nedir?

V =
3

4πϵ0r

E⃗ = −gradV =
3

4πϵ0r2
e⃗r

2. 4C'luk yükü sonsuzdan B(−1,−1) noktas�na getirmek için yap�lan i³ nedir?

W = q[V (B)− V (A)] = 4

[
3

4πϵ0(5)
− 0

]
=

3

5πϵ0
j

3. 4C'luk yükü B(−1,−1) noktas�ndan C(2, 1) noktas�na getirmek için yap�lan i³ nedir?

W = q[V (C)− V (B)] = 4

[
3

4πϵ02
√
10

− 3

4πϵ0(10)

]
j

2.3 Gauss Denklemi

Orijine yerle³tirilmi³ q yükünün olu³turdu§u elektrik alan,

E⃗ =
q

4πϵ0

e⃗r
r2

= − q

4πϵ0
grad

(
1

r

)
'dir. (2.18)

E⃗ alan�n kapal� bir S yüzeyinden d�³a do§ru geçirdi§i ak�y� hesaplayal�m. D⃗ = ϵ0E⃗ olmak üzere

∫
S

D⃗ · ds⃗ = − q

4π

∫
S

grad

(
1

r

)
· ds⃗ (2.19)

Gauss-Ostogradski teoremi∫
S

A⃗ · ds⃗ =
∫∫∫

v

div A⃗dv : Gauss-Ostogradski teoremi (2.20)
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uyar�nca denklem (2.21) elde edilir∫
S

D⃗ · ds⃗ = − q

4π

∫
v

div grad

(
1

r

)
dv = − q

4π

∫
v

∆

(
1

r

)
dv = 0 . (2.21)

Çünkü S yüzeyi orijini ku³atmamaktad�r. Dolay�s�yla ∆
(
1
r

)
= 0 oldu§undan bu sonuç elde edilmi³tir. Oysa ki S

yüzeyini orijini ku³atacak ³ekilde seçersek; o zaman S yüzeyi üzerindeki integral, R yar�çapl� küre yüzeyindeki
integrale e³it olur. O halde r = R, ds⃗ = ds e⃗r olur.

∫
S

D⃗ · ds⃗ =
∫
SR

D⃗ · ds⃗ = q

4πR2

∫
SR

ds = q (2.22)

Sonuç olarak ³unu söyleyebliriz: ∫
S

D⃗ · ds⃗ = S'nin içindeki yüklerin toplam�

E§er yükler bir ρ yo§unlu§u ile v hacmini dolduruyorsa,∫
S

D⃗ · ds⃗ =
∫
v

ρ dv (2.23)

yaz�l�r. Gauss-Ostogradski teoremi (bkz. denklem (2.20)) uyar�nca∫
v

div D⃗ dv =

∫
v

ρ dv (2.24)

yaz�labilir. Bu e³itlik her V hacmi için geçerli oldu§undan

div D⃗ = ρ (2.25)

elde edilir. Böylece elektrostatik alan�n sa§lad�§� iki temel denkleme ula³�l�r.

rot E⃗ = 0 (2.26a)

div D⃗ = ρ (2.26b)

Örnek 3. �ekilde kesiti verilen iç içe geçmi³ silindirik bölgeler bo³luktad�r. ρ < a bölgesi bo³luk, ρ ∈ (a, b)
bölgesinde hacimsel yük yo§unlu§u ρab = A [C/m3], ρ ∈ (b, c) bölgesi bo³luk, ρ = c yar�çapl� silindir üzerinde
σc = B [C/m2] yo§unluklu yüzeysel yükler vard�r.

a

b

c

Uzay�n her bölgesinde olu³acak elektrik alan� hesaplayal�m.
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ρ

a

b

c

� ρ ∈ (0, a):

Bu bölgede yar�çap� ρ olan bir silindir yüzeyini seçtik ve bu yüzey üzerinde Gauss formülünü uygulayaca§�z.∫
S

D⃗ · ds⃗ = S'nin içindeki yüklerin toplam�

Problemdeki yüklerin simetrik da§�l�m� sebebiyle her bölgede olu³acak elektrik alan olsa olsa ρ'nun fonk-
siyonu ve e⃗ρ yönünde olur. Öyleyse

D⃗ = D(ρ)e⃗ρ = ε0E(ρ)e⃗ρ

Silindir yüzeyi üzerinde : ds⃗ = ds e⃗ρ = ρdφdze⃗ρ∫
S

D⃗ · ds⃗ =
∫
S

ε0E(ρ)e⃗ρ · e⃗ρρdφdz

= ε0E(ρ)ρ

∫ 2π

φ=0

dφ

∫ 1

z=0

dz

= 2πρε0E(ρ)

ρ ∈ (0, a) bölgesinde yük olmad�§� için∫
S

D⃗ · ds⃗ = 2πρε0E(ρ) = 0 'd�r.

Öyleyse E(ρ) = 0 yani E⃗ = 0 'd�r.

� ρ ∈ (a, b) bölgesi: Bu bölgede yükler homojen bir ³ekilde da§�lm�³t�r. ρab = A [C/m3] .

ρ

a

b

c

Bu bölgede de D⃗ = ε0E(ρ)e⃗ρ olaca§� için
∫
S

D⃗ · ds⃗ = 2πρε0E(ρ) 'd�r. Öyleyse denklemin sa§ taraf�n�

yazmak için bu seçti§imiz Gauss yüzeyi içinde ne kadar yük oldu§unu bulmam�z laz�md�r.

Qar =

∫
v

ρab dv =

∫ 1

z=0

∫ 2π

φ=0

∫ ρ

ρ=a

Aρdρ dφdz = A

∫ ρ

ρ=a

ρ dρ

∫ 2π

φ=0

dφ

∫ 1

z=0

dz = Aπ
(
ρ2 − a2

)
[C]

2πρε0E(ρ) = Aπ
(
ρ2 − a2

)
⇒ E(ρ) =

A
(
ρ2 − a2

)
2ρε0
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ve buradan

E⃗ =
A
(
ρ2 − a2

)
2ε0

1

ρ
e⃗ρ olur.

� ρ ∈ (b, c) bölgesi: Bu bölge için de bir Gauss yüzeyi seçelim. Gauss denkleminin sol taraf� di§er bölgelerde
oldu§u gibi yine ayn� olacakt�r.

ρ

a

b

c

Sa§ taraf� için bu yeni Gauss yüzeyinin içinde kalan toplam yükü bulal�m.

Qab =

∫
v

ρab dv =

∫ 1

z=0

∫ 2π

φ=0

∫ b

ρ=a

Aρdρ dφdz = A

∫ b

ρ=a

ρ dρ

∫ 2π

φ=0

dφ

∫ 1

z=0

dz = Aπ
(
b2 − a2

)
[C]

2πρε0E(ρ) = Aπ
(
b2 − a2

)
⇒ E(ρ) =

A
(
b2 − a2

)
2ρε0

ve buradan

E⃗ =
A
(
b2 − a2

)
2ε0

1

ρ
e⃗ρ olur.

� ρ > c bölgesi: Bu bölge için de bir Gauss yüzeyi seçelim. Bu yüzey içindeki toplam yükü hesaplayal�m.

ρ

a

b

c

ρ ∈ (a, b) aras�nda Qab kadar yük var. Bir de ρ = c yar�çapl� silindir üzerinde σc = B [C/m2] yo§unluklu
yüzeysel yükler var. Bu da Qc = 2πcB kadard�r.

2πρε0E(ρ) = Qab +Qc = Aπ
(
b2 − a2

)
+ 2πcB

E(ρ) =
A
(
b2 − a2

)
+ 2cB

2ρε0

E⃗ =
A
(
b2 − a2

)
+ 2cB

2ε0

1

ρ
e⃗ρ
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Örnek 4. �ekilde kesiti verilen iç içe geçmi³ küresel bölgeler bo³luktad�r. r < a bölgesi bo³luk, r ∈ (a, b)
bölgesinde hacimsel yük yo§unlu§u ρab = A [C/m3], r ∈ (b, c) bölgesi bo³luk, r = c yar�çapl� küre üzerinde
σc = B [C/m2] yo§unluklu yüzeysel yükler vard�r.

a

b

c

Uzay�n her bölgesinde olu³acak elektrik alan� hesaplayal�m. Bu problemde seçece§imiz Gauss yüzeyleri birer
küre yüzeyi olacakt�r.

� r ∈ (0, a) bölgesi:

r

a

b

c

Bu bölgede seçece§imiz Gauss yüzeyi üzerinde Gauss denklemini yazal�m. Problemde, yüklerin simetrik
ve homojen da§�l�m� sebebiyle her bölgedeki elektrik alan

E⃗ = E(r)e⃗r

³eklinde olacakt�r.∫
S

D⃗ · ds⃗ =
∫
S

ε0E(r)e⃗r · e⃗rr2 sin θdθdφ = ε0E(r)r2
∫ π

θ=0

sin θdθ

∫ 2π

φ=0

dφ = 4πε0r
2E(r)

r ∈ (0, a) bölgesinde yük olmad�§� için∫
S

D⃗ · ds⃗ = 4πε0r
2E(r) = 0 'd�r.

Öyleyse E(r) = 0 yani E⃗(r) = 0 'd�r.

� r ∈ (a, b) bölgesi:

Bu bölgede yükler homojen bir ³ekilde da§�lm�³t�r. ρab = A [C/m3] .

Qar =

∫
v

ρab dv =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

∫ r

r=a

Ar2 sin θdr dθdφ = A

∫ r

r=a

r2 dr

∫ π

θ=0

sin θdθ

∫ 2π

φ=0

dφ =
4π

3
A
(
r3 − a3

)
[C]

4πε0r
2E(r) =

4π

3
A
(
r3 − a3

)
⇒ E(r) =

A

3ε0

(
r3 − a3

)
r2

ve buradan

E⃗ =
A

3ε0

(
r3 − a3

)
r2

e⃗r olur.
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r

a

b

c

� r ∈ (b, c) bölgesi:

Sa§ taraf� için bu yeni Gauss yüzeyinin içinde kalan toplam yükü bulal�m.

Qab =

∫
v

ρab dv =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

∫ b

r=a

Ar2 sin θdr dθdφ = A

∫ b

r=a

r2 dr

∫ π

θ=0

sin θdθ

∫ 2π

φ=0

dφ =
4π

3
A
(
b3 − a3

)
[C]

4πε0r
2E(r) =

4π

3
A
(
b3 − a3

)
⇒ E(r) =

A

3ε0

(
b3 − a3

)
r2

ve buradan

E⃗ =
A

3ε0

(
b3 − a3

)
r2

e⃗r olur.

r

a

b

c

� r > c bölgesi: Seçilen Gauss yüzeyi içerisindeki toplam yük Qab ile r = c yar�çapl� küre yüzeyi üzerindeki
yük olacakt�r. Qc = 4πc2σc = 4πc2B

r

a

b

c

4πε0r
2E(r) = Qab +Qc =

4π

3
A
(
b3 − a3

)
+ 4πc2B

E⃗ =

[
A

3

(
b3 − a3

)
+ c2B

]
e⃗r
ε0r2
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2.4 De§i³ik Türden Yük Da§�l�mlar� ve Dirac Distribüsyonu

Önceki bölümde elde etti§imiz elektrostatik alan�n sa§lad�§� temel denklemlerden yararlan�larak, elektrostatik
problemlerini çözebilmek için ρ 'yu aç�kça ifade etmek gerekir. ρ; [C/m3] boyutunda bir ifadedir. ρ 'yu her
zaman ifade edebilecek uygun fonksiyonlar bulmak mümkün de§ildir.

�ekillerden görüldü§ü gibi C/m3, C/m2, C/m, C boyutundaki yüzeysel, çizgisel, noktasal yüklere ili³kin
yo§unluklar� fonksiyonlar arac�l�§�yla ifade edemeyiz. Bu amaçla, fonksiyondan daha geni³ kapsaml� matematik
elemanlar kullanmam�z zorunludur. Genelle³tirilmi³ fonksiyon olarak da adland�r�lan bu elemanlar, distribüs-
yon olarak adland�r�l�r.

Distribüsyon kavram�n� anlayabilmek için x = 0 düzlemi üzerine ρs = ρs(y, z) [C/m
2] yo§unlu§u ile yay�lm�³

bulunan yük da§�l�m�na ili³kin hacimsel yo§unlu§unu

ρ(x, y, z) = ρs(y, z) δ(x)[
C
m3

] [
C
m2

] [
1
m

]
³eklinde yazal�m. Aç�kt�r ki δ(x),

[
1
m

]
boyutundad�r ve Dirac distribüsyonu ad�n� al�r.

δ(x)'in özelliklerini ç�karmaya çal�³al�m.

a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, e ≤ z ≤ f prizmas� içinde x = 0 düzleminde toplam Q kadar yük olsun. Prizma
içindeki toplam yük, ρ(x, y, z) yo§unlu§unun prizma üzerinde integraline e³ittir.

Q =

∫ b

a

δ(x) dx

∫ d

c

∫ f

e

ρs(y, z)dy dz (2.27)

Oysa yük sadece x = 0 düzlemi üzerinde bulundu§undan

Q = 0, a < 0 (a > 0) ve b < 0 (b > 0)

demektir. Sadece a < 0 < b halinde

Q =

∫ d

c

∫ f

e

ρs(y, z)dy dz (2.28)
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olur. Bu da bize, ∫ b

a

δ(x) dx =

{
1, ab < 0
0, ab > 0

(2.29)

ifadesini verir. Di§er özellikler ³u ³ekildedir.

f(x)δ(x) = f(0)δ(x) (2.30a)∫ x

a

δ(x) dx = u(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0

(2.30b)

u′(x) = δ(x) (2.30c)

u(x), birim basamak fonksiyonudur.

Örnek 5 (Distribüsyon ile ilgili örnekler). 1. Oxy düzleminde 5 [C/m2] yo§unluklu yüzeysel yüke ili³kin ha-
cimsel yük yo§unlu§u ρ = 5δ(z)

2. z-ekseni boyunca 2 [C/m] yo§unluklu çizgisel yüke ili³kin hacimsel yük yo§unlu§u ρ = 2δ(x)δ(y)

3. (2, 4, 5) noktas�ndaki 3C'luk noktasal yükse ili³kin hacimsel yük yo§unlu§u ρ = 3δ(x− 2)δ(y− 4)δ(z− 5)

f(x) fonksiyonu x = 0 'da süreksizlik gösteren, bunun d�³�nda her yerde sürekli ve türetilebilir olsun.

f(x) =

{
f+(x) , x > 0
f−(x) , x < 0

(2.31)

u(x) birim basamak fonksiyonu olmak üzere,

f(x) = f+(x)u(x) + f−(x)u(−x)
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yaz�labilir.
f ′(x) = f ′+(x)u(x) + f ′−(x)u(−x) + [f+(x)− f−(x)]δ(x) (2.32)

elde edilir. Bu ifadeye f(x) fonksiyonunun distribüsyon anlam�nda türevi denir. Bu ifadeden görüldü§ü
gibi ilk terim x = 0 'da tan�ml� olmayan, bunun d�³�nda her yerde f(x)'in adi anlamda türevini e³it olan bir
fonksiyondur ve f ′(x)'in regüler k�sm� olarak adland�r�l�r. �kinci terimdeki parantez içindeki ifade ise f(x)'in
x = 0'da süreksizlik miktar�, ∆f `dir.

f ′(x) = {f ′(x)}+∆f · δ(x) (2.33)

yaz�l�r. Benzer ³ekilde bu derste çokça kullanaca§�m�z ³u ifadeler de kolayl�kla elde edilir.

gradV = {gradV }+ Jn⃗V Kδ(x) (2.34a)

div E⃗ = {div E⃗}+ Jn⃗ · E⃗Kδ(x) (2.34b)

rot E⃗ = {rot E⃗}+ Jn⃗× E⃗Kδ(x) (2.34c)

Burada n⃗, x = 0 yüzeyinin normal vektörü olup n = e⃗x konmu³tur. Daha genel olarak herhangi bir S yüzeyi
için :

gradV = {gradV }+ Jn⃗V Kδ(s) (2.35a)

div E⃗ = {div E⃗}+ Jn⃗ · E⃗Kδ(s) (2.35b)

rot E⃗ = {rot E⃗}+ Jn⃗× E⃗Kδ(s) (2.35c)

2.5 Bo³luk Olmayan Uzayda Elektrostatik Olay

Bu bölüme kadar inceledi§imiz bütün olaylar bo³lukta duran ve bilinen yüklerle ilgiliydi. Oysa içinde ya³ad�§�m�z
uzay bo³ de§ildir. De§i³ik �ziksel özelliklere sahip birçok maddesel cisim içerir. Bu cisimlerin atomsal yap�s�nda
yer alan ve do§al durumda var olan iç elektriksel yükler birbirinin d�³ta olu³turduklar� alanlar� yok ederek
yüksüz gibi görünür. Kaynak oldu§u durumda ise d�³ yüklerin etkisi ile yer de§i³tirerek belirli bir düzene girer
ve belirginle³meye ba³lar. Belirginle³en bu iç yükler de E⃗ alan�na katk�da bulunur.

Varsay�m. De§i³ik malzemelerle dolu uzayda ρ yo§unlu§u ile yay�l� bulunan yüklerin olu³turdu§u elektrostatik
alanda

rot E⃗ = 0 (2.36a)

div D⃗ = ρ (2.36b)

F⃗ = q E⃗ (2.36c)

denklemleri distribüsyon anlam�nda her zaman geçerlidir. Bu denklemlerde;
D⃗ = εE⃗, bünye denklemi olarak adland�r�lmaktad�r.
ε = ε0εr, ε : bir basit dielektrik ortam�n permitivitesi (dielektrik sabiti),

εr : ortam�n ba§�l dielektrik sabitidir.

Farkl� dielektrik sabitlerine sahip birçok ortam�n varl�§� halinde say�sal sonuçlar elde etmek istendi§inde
yukar�daki varsay�mdan yararlanmak zorunlu olur. Bu varsay�m�n anlam�n� aç�k bir ³ekilde anlayabilmek için
³ekildeki durumu göz önüne alal�m.

S yüzeyi, parametreleri ε1 ve ε2 olan iki basit ortam� birbirinden ay�rmaktad�r. Daha genel hali göz önüne
alabilmek için S üzerinde ρs yo§unlu§u ile yay�lm�³ bir yüzeysel yük bulundu§unu dü³ünelim. Bu halde, elektrik
alan�n sa§lad�§� denklemler distribüsyon anlam�nda yaz�labilir.

div D⃗ = {div D⃗}+ Jn⃗ · D⃗Kδ(s) = {ρ}+ ρsδ(s) = ρ (2.37a)

rot E⃗ = {rot E⃗}+ Jn⃗× E⃗Kδ(s) = 0 (2.37b)
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Her iki denklemde iki taraf�n e³itli§inden:

{div D⃗} = {ρ}, {rot E⃗} = 0, (S'nin d�³�nda) (2.38a)

Jn⃗ · D⃗K = ρs Jn⃗× E⃗K = 0 (S'nin üzerinde) (2.38b)

elde edilir. (2.38a)'daki iki ifade S'nin içinde ve d�³�nda ayr� ayr� geçerli olan ifadeleri verir. (2.38b)'deki ifadeler
ise alan�n S üzerindeki süreksizli§e ili³kin sonuçlar�d�r. S'ye içten ve d�³tan yakla³�ld�§�ndaki alan�n te§etsel ve
normal bile³enleri cinsinden ise (2.38b) ifadeleri ³öyledir.

E⃗
(2)
t = E⃗

(1)
t (S üzerinde) (2.39a)

ε2E
(2)
n − ε1E

(1)
n = ρs (S üzerinde) (2.39b)

Bu son iki sonuç s�n�r ³artlar� olarak adland�r�l�r ve (2.38a) denklemleri ile beraber alan ifadelerini bulmam�za
yarar. S�n�r ³artlar�, potansiyel cinsinden yaz�ld�§�nda ise

V (2) = V (1) (S üzerinde) (2.40a)

ε2

(
∂V

∂n

)(2)

− ε1

(
∂V

∂n

)(1)

= −ρs (S üzerinde) (2.40b)

S�n�r ³artlar�n�n nas�l kullan�ld�§�na ili³kin problemler de ayr�ca verilecektir.

2.6 Yüzeysel Yüke Etki Eden Kuvvet

�ekil 1

S yüzeyi üzerinde ρs yo§unluklu yükler bulunsun. Bu yüklere alan� yaratan bütün yükler taraf�ndan bir
kuvvet etki edecektir. Bu kuvveti hesaplamak için S üzerindeki ds alan�na etki eden kuvveti yaz�p, bütün yüzey
üzerinde integre etmek yeterlidir. ds alan� üzerinde ρsds kadar yüke etki eden kuvvet

dF⃗ = ρsds · E⃗(P ) (2.41)

dir. Burada P noktas�ndaki alan, E⃗(P ) ise iyi bir yakla³�mla

E⃗(P ) =
1

2

[
E⃗(P+) + E⃗(P−)

]
(2.42)

yaz�labilir. P noktas�nda her iki taraftan yakla³t�§�m�zda alan�n ald�§� iki de§erin aritmetik ortalamas�d�r.

2.7 Elektrostatik Enerji Yo§unlu§u

S�n�rs�z geni³ basit bir ortamda tek ba³�na bir q1 yükü bulunsun. Bu yük uzayda E⃗1 alan�n� meydana getirir.
�kinci bir q2 yükünü sonsuz uzaktan q1 'in yak�n�na getirirken yol boyunca q2E⃗1 kuvvetine kar³� i³ yap�l�r. Sonra
s�ra ile q3 yükünü de q1 ve q2 'nin yak�n�na getirirken hem q1 hem de q2 'nin olu³turdu§u alanlara kar³� i³
yapmak gerekir. Bu olay böyle s�ra ile devam edip hepsi toplan�rsa:

W = (W12 +W13 + . . .+W1n) + (W23 +W24 + . . .+W2n) + . . .+Wn−1,n (2.43a)

W =
1

2

n∑
i,j=1 ,i̸=j

qiqj
4πεrij

=
1

2

n∑
i=1

qi

n∑
j=1 ,j ̸=i

qj
4πεrij

(2.43b)

W =
1

2

n∑
i=1

qiVi (2.43c)
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elde edilir. Burada Vi, qi yükünün bulundu§u noktada di§er yüklerce olu³turulmu³ potansiyeldir. Yükleri bir
araya toplamak için yap�lan W i³i potansiyel enerji olarak depolan�r. Bu yükler serbest b�rak�l�rsa, hepsi birbir-
lerinin ve q1 'in kar³�l�kl� etkileri alt�nda de§i³ik yöne harekete geçerler ve harcanan toplam enerji W kadard�r.

E§er yükler bir v hacmini ρ yo§unlu§u ile dolduracak ³ekilde ise, o halde i³

W =
1

2

∫
v

V ρ dv (2.44)

olur. �³i hesaplamak için v hacmi üzerindeki bu integral yerine yar�çap� R olan SR küresi üzerinde integral al�p
v'nin d�³�nda ρ = 0 almak yeterlidir.

W =
1

2

∫
vR

V ρ dv =
1

2

∫
vR

V div D⃗ dv (2.45)

Vektör analiz bilgilerimizden
div (V D⃗) = V div D⃗ + D⃗ · gradV (2.46)

dir. Bu denklemden V div D⃗ çekilir ve Denklem (2.45)'de yerine yaz�l�r.

W =
1

2

∫
vR

{
div (V D⃗)− D⃗ · gradV

}
dv (2.47)

Denklem (2.47)'de integrand�n ilk terimi yerine diverjans veya Gauss-Ostogradski teoreminden∫
vR

div (V D⃗) dv =

∫
SR

V D⃗ · dS⃗ (2.48)

W =
1

2

∫
SR

V D⃗ · dS⃗ +
1

2

∫
vR

E⃗ · D⃗ dv (2.49)

³eklinde yaz�l�r. Bu integralde R → ∞ yapabiliriz, çünkü v'nin d�³�nda ρ = 0 'd�r. R → ∞ oldu§unda sonluda
bulunan yükler taraf�ndan olu³turulan V ve D⃗ s�f�ra gidece§i için sonsuz yar�çapl� SR üzerinde de integral s�f�ra
gider ve sonuç olarak i³

W =
1

2

∫
v

E⃗ · D⃗ dv (2.50)

olur. D⃗ = εE⃗ oldu§undan

W =
ε

2

∫
v

|E⃗|2 dv [joule] (2.51)

elde edilir.

2.8 Kapasite ve Kondansatör Kavram�
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Uzayda sadece v iletken cismi olsun ve bu cisim yüklenerek sonsuza göre V1 potansiyeline ç�kar�ls�n. Bu
durumda bu cisim üzerinde bulunan yükler taraf�ndan olu³turulan V (x, y, z) potansiyel fonksiyonu V1 ile orant�l�
olacakt�r.

V (x, y, z) = V1 ϕ(x, y, z) (2.52)

Burada ϕ, V1 = 1 haline kar³� gelen potansiyel olup, sadece cismin ³ekline ba§l� olan bir fonksiyondur. Öte
yandan cismin üzerinde birikmi³ toplam� yük (2.40b) uyar�nca

Q1 = −
∫
S

(
ε
∂V

∂n

)
ds = −V1

∫
S

(
ε
∂ϕ

∂n

)
ds . (2.53)

Burada S cismin yüzeyini; n⃗, S'nin d�³a yönelik yüzey normalini; ε ise S'nin d�³�ndaki uzay�n elektrik sabitini
göstermektedir.

Uzay elektrik yükü bak�m�ndan nötr oldu§undan S üzerinde Q1 yükü birikirse, sonsuzda da −Q1 yükü
birikir. Bu tür sistemler için bir önemli tan�m da, sistemin 1 Volt ba³�na ne kadar yük tutabilece§ini gösteren,
sistemin kapasitesi olarak tan�mlanan C 'dir.

C =
Q1

V1
= −

∫
S

(
ε
∂ϕ

∂n

)
ds (2.54)

v cismini V1 potansiyeline ç�kar�ncaya kadar yap�lan i³

W =
1

2
Q1V1 =

1

2
CV 2

1 =
1

2

Q2
1

C
(2.55)

dir. E§er uzayda iki iletken cisim varsa ve cisimler V1 ve V2 potansiyelinde ise ifadeler de§i³ir.

C =
Q1

V1 − V2
=

Q2

V2 − V1
(2.56a)

W =
1

2
Q1(V1 − V2) =

1

2
C(V1 − V2)

2 =
1

2

Q2
1

C
(2.56b)

2.9 Denk Problemler ve Denk Kaynaklar

2.9.1 Görüntü Kavram�

Bir elektrostatik probleminde amaç, potansiyel fonksiyonunu bulmakt�r. De§i³ik kaynak da§�l�mlar� bir bölgede
ayn� potansiyeli yaratabilirler. Bu halde söz konusu kaynaklar söz konusu bölge bak�m�ndan denktir, denir.
Denk kaynaklar aras�nda basit bir da§�l�ma sahip olanlar� saptamak s�n�r de§er problemleri çözmek bak�m�ndan
oldukça önemlidir. Bu amaçla ³u problemi ele alal�m.



B�RB�R ÜNAL, DEM�RYÜREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

1. z > 0 bölgesi dielektrik sabiti ε2 olan basit bir madde ile doldurulur ve bu bölgedeki bir A noktas�nda q
yükü bulunmakt�r. z = 0 düzlemi iletken bir malzeme ile kapl� olup V = 0 potansiyeline sahiptir. Problem
z > 0 bölgesindeki V2(x, y, z) potansiyel fonksiyonunu bulmak olup z < 0 bölgesi ile ilgilenilmemektedir.

2. A noktas�ndaki q yükü sebebiyle z = 0 düzlemi üzerinde ρs = −
(
ε2
∂V2
∂z

)
z=0

yo§unluklu bir yük birikimi

olur. V2 potansiyelin kayna§� q yükü ile ρs yükleri olur. Bu sebeple z = 0 düzlemindeki iletken kald�r�l�p
yerine ρs yo§unluklu yükler konur.

3. Son olarak z = 0 düzlemindeki yükleri kald�r�p yerine A'n�n simetri§i B noktas�na −q yükü koyal�m ve
ε1 = ε2 alal�m. −q yükü z = 0 düzleminde ρs yüklerinin etkisini yarataca§� için bu problemler birbirine
denk olur ve böylece z > 0 bölgesindeki V2 potansiyeli olur.

V2(x, y, z) =
q

4πε

[
1

rA
− 1

rB

]
, z > 0 (2.57)

olur. B'deki −q yüküne A'daki q yükünün görüntüsü denir.
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2.10 Örnekler

Örnek 6. Sonsuz geni³ iletken düzlemler z = 0 ve z = d düzlemleri üzerinde olup V0 ve Vd potansiyellerinde
tutulsun. Bu iki potansiyel aras�ndaki bölge ε dielektrik sabitine sahip malzeme ile dolu olsun. Bu bölgedeki
potansiyel fonksiyonunu bulal�m.

Bu bölgede ∆V = 0 denklemi sa§lanacakt�r. Aç�kca yazarsak;

∆V =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2
= 0

Ara bölgedeki potansiyel fonksiyonunu dü³ünürsek z = 0 düzleminde V0 de§erinden z = d düzleminde Vd
de§erine ula³maktad�r. Öte yandan bu de§i³im bütün (x, y) noktalar�nda oldu§undan V (x, y, z) fonksiyonu olsa
olsa sadece z'nin fonksiyonudur. Yani,

∂V

∂x
= 0 ,

∂V

∂y
= 0

d�r. Öyleyse ∆V = 0 denkleminden

∂2V

∂z2
= 0 , kal�r. Buradan

∂V

∂z
= A , bir sabit olmal�d�r.

V = Az +B , 'dir.

A ve B sabitlerini bulmak için;

z = 0 V0 = A× 0 +B ⇒ B = V0

z = d Vd = A× d+B ⇒ A =
Vd − V0

d

bulunur. Sonuç olarak potansiyel fonksiyonu

V (x, y, z) =
Vd − V0

d
z + V0

elde edilir.

z ϵ (0, d) bölgesinde potansiyeli buldu§umuza göre elektrik alan� da rahatl�kla yazabiliriz.

E⃗ = −gradV = −
{
∂V

∂x
e⃗x +

∂V

∂y
e⃗y +

∂V

∂z
e⃗z

}
ve

∂V

∂x
= 0 ,

∂V

∂y
= 0 oldu§undan

E⃗ = −∂V
∂z

e⃗z = −Vd − V0
d

e⃗z olur.

Görüldü§ü gibi bu bölgede elektrik alan e§er Vd > V0 ise −e⃗z yönünde, e§er Vd < V0 ise e⃗z yönündedir. Yani
elektrik alan�n yönü potansyelin azald�§� yöndedir.

Elektrik alan bulundu§u için kolayca bu iletken düzlemlerde biriken yüklerin yo§unlu§unu yazabiliriz. S�n�r
olu³turan z = 0 ve z = d düzlemlerinde potansiyel sabit oldu§undan bu bölgenin d�³�nda elektrik alan s�f�rd�r.
Öyleyse s�n�r ³artlar�n� ³öyle yazabiliriz:

z = d ρd = −εEn|z=d = −ε
(
−Vd − V0

d

)
= ε

Vd − V0
d

[
C

m2

]
z = 0 ρ0 = −εEn|z=0 = ε

(
−Vd − V0

d

)
= −εVd − V0

d

[
C

m2

]
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Paralel plakal� bu sistemde levhalarda biriken yük yo§unlu§unun ters i³aretle e³it oldu§una dikkat edelim. Bu
noktada her iki levhan�n S kadar parças�nda biriken toplam yük de ³u ³ekilde olacakt�r:

z = d Qd = ρd S = S ε
Vd − V0

d
[C]

z = 0 Q0 = ρ0 S = −S εVd − V0
d

[C]

Bu levhalarda yük birikti§ine göre her bir levhaya bir kuvvet etki edecektir. Her bir levhan�n S parças�na
etki eden kuvveti hesaplayal�m.

z = d dF⃗d = ρd dS
E⃗(z = d)

2
= ε

Vd − V0
d

1

2

[
−Vd − V0

d
e⃗z

]
dS

F⃗d =

∫∫
S

dF⃗d = −ε
2

[
Vd − V0

d

]2
e⃗z ·

∫∫
S

dS

= −εS
2

[
Vd − V0

d

]2
e⃗z

Görüldü§ü gibi z = d levhas�na etki eden kuvvet −e⃗z yönündedir.

z = 0 dF⃗0 = ρ0 dS
E⃗(z = 0)

2
= −ε Vd − V0

d

1

2

[
−Vd − V0

d
e⃗z

]
dS

F⃗0 =

∫∫
S

dF⃗0 =
ε

2

[
Vd − V0

d

]2
e⃗z ·

∫∫
S

dS =
εS

2

[
Vd − V0

d

]2
e⃗z

�imdi de bu levhalar aras�ndaki bölgenin (S parças�nda) depo edilen potansiyel enerjiyi hesaplayala�m.

W =

d∫
z=0

∫∫
S

|E⃗|2dv =
ε

2

d∫
0

[
−Vd − V0

d

]2
dx dy dz

=
ε

2

[
Vd − V0

d

]2 ∫∫
S

dx dy

d∫
0

dz =
ε

2
S d

[
Vd − V0

d

]2
=
ε S

2d
(Vd − V0)

2 [joule]

Son olarak bu sistemin kapasitesi a³a§�daki gibi bulunur.

C =
Qd

Vd − V0
=

Q0

V0 − Vd
=
ε S

d
[F ]
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Örnek 7. Kesiti ³ekilde görülen sonsuz uzun, iç içe geçmi³, e³ eksenli iletken silindirler aras�ndaki bölge di-
elektrik sabiti ϵ ile doldurulsun. Silindirlerin yar�çap� a ve b olup, üzerlerindeki potansiyel s�ras�yla Va ve Vb
de§erindedir. Öncelikle ara bölgedeki potansiyeli bulal�m.

ρ ∈ (a, b), ∆V (ρ, φ, z) =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂V

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2V

∂φ2
+
∂2V

∂z2
= 0

olmak üzere Laplace denklemi sa§lanacakt�r. Bu sistemin geometrisi ve iletkenler üzerindeki potansiyelin her
iki silindir için sabit olmas� sebebiyle V (ρ, φ, z) potansiyeli sadece ρ'ya ba§l� olacakt�r. ρ = a ve ρ = b'deki s�n�r
³artlar�n� kullanarak V (ρ, φ, z) potansiyeli

V =
(Vb − Va)

ln(b/a)
ln ρ+

(Va ln b− Vb ln a)

ln(b/a)

bulunur. Elektrik alan vektörü

E⃗ = −gradV = −
{
∂V

∂ρ
e⃗ρ +

1

ρ

∂V

∂φ
e⃗φ +

∂V

∂z
e⃗z

}
= −∂V

∂ρ
e⃗ρ

= − (Vb − Va)

ln(b/a)

1

ρ
e⃗ρ

Silindirler üzerinde birikecek yük yo§unlu§u:

ρ = b, ρb = −ε
[
− (Vb − Va)

ln(b/a)

1

b

]
=
ε

b

(Vb − Va)

ln(b/a)

[
C

m2

]
ρ = a, ρa = ε

[
− (Vb − Va)

ln(b/a)

1

a

]
= − ε

a

(Vb − Va)

ln(b/a)

[
C

m2

]
Bu silindirlerin ℓ kadar uzunlu§unda biriken toplam yük miktar�:

ρ = b, Qb = ρb S = 2πbℓρb = 2πℓ ε
(Vb − Va)

ln(b/a)
[C]

ρ = a, Qa = ρa S = 2πaℓρa = −2πℓ ε
(Vb − Va)

ln(b/a)
[C]

�imdi bu silindirlerin yar�s�na etki eden kuvveti hesaplayal�m. φ ∈ (0, π)

ρ = b, dF⃗b = ρb dS
1

2
E⃗(ρ = b) = ρb dS

1

2

[
− (Vb − Va)

ln(b/a)

1

b
e⃗ρ

]
= −1

2

ε

b2

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2
[cosφe⃗x + sinφe⃗y] b dφ dz

F⃗b =

∫∫
S

dF⃗b = − ε

2b

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2 ℓ∫
z=0

π∫
φ=0

[cosφe⃗x + sinφe⃗y] dφ dz

= −εℓ
b

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2
e⃗y
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ρ = a, dF⃗a = ρa dS
1

2
E⃗(ρ = a) = ρa dS

1

2

[
− (Vb − Va)

ln(b/a)

1

a
e⃗ρ

]
=

1

2

ε

a2

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2
[cosφe⃗x + sinφe⃗y] a dφdz

F⃗a =

∫∫
S

dF⃗a =
ε

2a

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2 ℓ∫
z=0

π∫
φ=0

[cosφe⃗x + sinφe⃗y] dφ dz

=
εℓ

a

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2
e⃗y

Silindirler aras�ndaki bölgede depo edilen potansiyel enerjiyi hesaplayal�m.

W =
ε

2

ℓ∫
z=0

2π∫
φ=0

b∫
ρ=a

|E⃗|2dv =
ε

2

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2 ℓ∫
z=0

2π∫
φ=0

b∫
ρ=a

1

ρ2
ρdρ dφdz

=
ε

2

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2 ℓ∫
z=0

dz

2π∫
φ=0

dφ

b∫
ρ=a

1

ρ
dρ

=
ε

2

[
(Vb − Va)

ln(b/a)

]2
ℓ 2π ln(b/a)

=
π ε ℓ

ln(b/a)
(Vb − Va)

2 [joule]

Son olarak bu sistemin kapasitesi a³a§�daki gibi bulunur.

C =
Qb

Vb − Va
=

2π ℓ ε

ln(b/a)
[F ]
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Örnek 8 (3). �imdi ayn� problemi iç içe geçmi³ e³ merkezli küreler için ele alal�m.

r ∈ (a, b) için ∆V = 0 denklemi sa§lanacakt�r. Aç�kca yazarsak;

∆V (r, θ, φ) =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2
= 0

Bu sistemde iki küre aras�ndaki bölgede problemin simetrisinden dolay�, ptoansiyel V (r, θ, φ) sadece r'nin fonk-
siyonudur. Dolay�s�yla,

∂V

∂θ
= 0 ,

∂V

∂φ
= 0

d�r. Öyleyse ∆V = 0 denkleminden

∂

∂r

(
r2
∂V

∂r

)
= 0 , kal�r. Buradan

r2
∂V

∂r
= A

∂V

∂r
=
A

r2

V = −A
r
+B olur.

A ve B sabitlerini bulmak için r = a ve r = b'deki s�n�r ³artlar�n� kullanal�m.

r = a Va = −A
a
+B

r = b Vb = −A
b
+B

bulunur. Sonuç olarak potansiyel fonksiyonu

V (r, θ, φ) = − (Va − Vb)

a− b

ab

r
+
a · Va − b · Vb

a− b
, r ∈ (a, b)

elde edilir.

r ϵ (a, b) bölgesinde elektrik alan

E⃗ = −gradV = −
{
∂V

∂r
e⃗r +

1

r

∂V

∂θ
e⃗θ +

1

r sin θ

∂V

∂φ
e⃗φ

}
ve

∂V

∂θ
= 0 ,

∂V

∂φ
= 0 oldu§undan

E⃗ = −∂V
∂r

e⃗r = − (Va − Vb)

a− b

ab

r2
e⃗r olur.

Küreler üzerindeki yük yo§unlu§u:

r = b ρb =
(Va − Vb)

a− b

ab

b2
= ε

a

b

(Va − Vb)

a− b

[
C

m2

]
r = a ρa = −ε (Va − Vb)

a− b

ab

a2
= −ε b

a

(Va − Vb)

a− b

[
C

m2

]
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Küreler üzerinde biriken toplam yük:

r = b Qb = ρb S = ρb

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

b2 sin θdθdφ = 4πb2ρb = 4πεab
(Va − Vb)

a− b
[C]

r = a Qa = ρa S = ρa

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

ds = 4πa2ρa = −4πεab
(Va − Vb)

a− b
[C]

Kürelerin üst yar�s�na etki eden kuvveti hesaplayal�m. θ ∈ (0, π2 )

r = b dF⃗b = ρb dS
E⃗(r = b)

2
= ρb b

2 sin θdθdφ

[
−1

2

(Va − Vb)

(a− b)

ab

b2
e⃗r

]
e⃗r = sin θ cosφe⃗x + sin θ sinφe⃗y + cos θe⃗z ve ρb'yi yerine yaz�p düzenleyelim.

dF⃗b = −εa
2

2

[
(Va − Vb)

(a− b)

]2 [
sin2 θ cosφe⃗x + sin2 θ sinφe⃗y + sin θ cos θe⃗z

]
dθdφ

F⃗b =

∫∫
S

dF⃗b = −πεa
2

2

[
(Va − Vb)

(a− b)

]2
e⃗z [N ]

r = a'daki kuvvet:

r = a dF⃗a = ρa dS
E⃗(r = a)

2
= ρa a

2 sin θdθdφ

[
1

2

(Va − Vb)

(a− b)

ab

a2
e⃗r

]
e⃗r = sin θ cosφe⃗x + sin θ sinφe⃗y + cos θe⃗z ve ρa'y� yerine yaz�p düzenleyelim.

dF⃗a =
εb2

2

[
(Va − Vb)

(a− b)

]2 [
sin2 θ cosφe⃗x + sin2 θ sinφe⃗y + sin θ cos θe⃗z

]
dθdφ

F⃗a =

∫∫
S

dF⃗a =
πεb2

2

[
(Va − Vb)

(a− b)

]2
e⃗z [N ]

Küreler aras�ndaki bölgede depo edilen enerji:

W =
ε

2

2π∫
φ=0

π∫
θ=0

b∫
r=a

|E⃗|2dv

=
ε

2

[
(Va − Vb)

a− b

]2
a2b2

2π∫
φ=0

π∫
θ=0

b∫
r=a

1

r4
r2 sin θdrdθdφ

=
ε

2

[
(Va − Vb)

a− b

]2
a2b2

b∫
r=a

1

r2
dr

π∫
θ=0

sin θdθ

2π∫
φ=0

dφ

=
2πabε

b− a
(Va − Vb)

2
[joule]

Son olarak bu sistemin kapasitesi a³a§�daki gibi bulunur.

C =
Qb

Vb − Va
=

Qa

Va − Vb
=

4πε ab

b− a
[F ]
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3 MAGNETOSTAT�K

Önceki bölümde ele ald�§�m�z olaylar duran q1, q2, · · · , qn yüklerinin yine duran bir q yüküne etki ettirdi§i
elektriksel kuvvetin nas�l oldu§u ile ilgiliydi. qi yükleri dururken q yükü hareket etse de etki eden kuvvet
de§i³mez. Buna kar³�l�k, q ile beraber qi yükleri de hareket halinde ise q'ya etki eden kuvvet Coulomb Yasas�n�n
söyledi§inden farkl� olur.

Lorentz Yasas� : Bir E⃗ elektrik alan� içinde belirli bir v⃗ h�z�yla hareket eden bir q yüküne etki eden elektrik
kuvvet F⃗ olsun. F⃗ − qE⃗ fark� qv⃗ 'ye diktir ve lineer olarak ba§l�d�r.

F⃗ = q
(
E⃗ + v⃗ × B⃗

)
(3.1)

E§er q 'ya kuvvet etki ettiren bütün yükler sabit ise B⃗ = 0 olur. B⃗ 'nin varl�§�n�n sebebi hareket halindeki yük-
lerdir. B⃗ (r⃗, t) 'ye magnetik endüksiyon denir. Dersin bu bölümünde B⃗ 'nin zamandan ba§�ms�z oldu§u durumu
inceleyece§iz. Bu türden olaylar magnetostatik olaylar olarak bilinir. Bahsetti§imiz B⃗ magnetik endüksiyonunu
hesaplamak esas problemimiz olacakt�r.

Biot-Savart Yasas� : Hareket halindeki yüklere ili³kin ρ (x, y, z) yo§unluk fonksiyonu ile v⃗ (x, y, z) h�z alan�
zamandan ba§�ms�z ise bir dv hacim eleman� içinde bulunan dq yükünün, kendisine göre yer vektörü r⃗ ′ olan bir
noktada yarat�lan magnetik endüksiyon

dB⃗ =
µ0

4π
dq
v⃗ × r⃗ ′

r′ 3
(3.2)

olup ve µ0 = 4π × 10−7 [H/m] 'dir ve bo³lu§un magnetik geçirgenli§i olarak adland�r�lmaktad�r.

Yüklerin hareket halinde bulundu§u bir bölgede bir S yüzeyinin bir taraf�ndan di§er taraf�na ∆t zaman
aral�§�nda ∆S yüzeyinden geçen yük ∆q olsun.

I∆S =
∆q

∆t
(3.3a)

IS(t) = lim
∆S→0
∆t→0

I∆S = lim
∆t→0

∆q

∆t
(3.3b)

IS(t), S 'den geçen elektrik ak�m�n�n t an�ndaki ³iddeti olarak adland�r�l�r. Ak�m birimi ampère olarak adland�r�l�r
ve A ile gösterilir. Yüklerin hareket halinde oldu§u bölgede yo§unlu§u ρ ve bunlar�n h�z alan� v⃗ olsun.

J⃗ = ρv⃗ [A/m2] Ak�m yo§unlu§u (3.4)

Burada ρ =
dq

dv
'dir.

dq v⃗ = ρ dv v⃗ = ρ v⃗ dv = J⃗ dv

Bu son ifade Biot-Savart Yasas�nda yerine yaz�l�rsa,

dB⃗ (x, y, z) =
µ0

4π
J⃗ (ξ, η, ζ)× r⃗ ′

r′ 3
dv (3.5)

elde edilir. Biot-Savart Yasas�n�n bu ifadesi herhangi bir ak�m eleman� taraf�ndan meydana getirilen magnetik
endüksiyonun hesaplanmas�nda kullan�l�r. E§er birçok ak�m eleman� varsa süperpozisyon yap�l�r.

dB⃗ (x, y, z) =
µ0

4π

∞∑
i=1

J⃗i ×
r⃗i

′

r′i
3
dvi (3.6)

B⃗ (x, y, z) =
µ0

4π

∫
J⃗ (ξ, η, ζ)× r⃗ ′

r′ 3
dv (3.7)
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Örnek 9. (Bir çizgisel ak�m�n alan�)

Örnek olarak bir çizgisel ak�m�n alan�n� hesaplayal�m. z−ekseni boyunca I ³iddetindeki ak�ma ili³kin J⃗ ak�m
yo§unlu§u

J⃗ (ξ, η, ζ) = I δ(ξ)δ(η)e⃗z (3.8)

yaz�l�r. H⃗ magnetik alan vektörünü göstermek üzere B⃗ = µ0H⃗ olarak tan�mlan�r.

H⃗ =
B⃗

µ0
=

I

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
δ(ξ)δ(η) e⃗z ×

r⃗ ′

r′ 3
dξ dη dζ (3.9)

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) kullan�larak ve

∫ ∞

−∞
δ(ξ)dξ = 1 ,

∫ ∞

−∞
δ(η)dη = 1 , oldu§undan

H⃗ =
I

4π

∫ ∞

−∞
e⃗z ×

r⃗ ′

r′ 3
dζ (3.10)

indirgenir. �ekilden r⃗ ′ vektörü ³öyle yaz�l�r,

r⃗ ′ = ρe⃗ρ + (z − ζ)e⃗z , r′ =
√
ρ2 + (z − ζ)2

e⃗z × r⃗ ′ = e⃗z × [ ρe⃗ρ + (z − ζ)e⃗z ] = ρe⃗φ

ve (3.10) 'de yerine konursa

H⃗ =
Iρ

4π
e⃗φ

∫ ∞

−∞

dζ

[ρ2 + (z − ζ)2]
3/2

(3.11)

olur. Bu integrali hesaplayabilmek için de§i³ken dönü³üm yapmak gerekir.

(z − ζ) = ρ tanψ dζ = −ρ
[
1 + tan2 ψ

]
dψ

dζ = −ρ 1

cos2 ψ
dψ

ρ2 + (z − ζ)2 = ρ2 + ρ2 tan2 ψ = ρ2
(
1 + tan2 ψ

)
= ρ2

1

cos2 ψ

Bu ifadeler (3.11) integralinde yerine yaz�l�rsa ve ψ aç�s�n�n kar³�l�§� da integralde s�n�rlara yaz�l�rsa,

H⃗ = − Iρ
4π
e⃗φ

∫ −π/2

π/2

ρ
1

cos2 ψ

ρ3
1

cos3 ψ

dψ

H⃗ =
I

4πρ
e⃗φ

∫ π/2

−π/2

cosψdψ

H⃗ =
I

2πρ
e⃗φ (3.12)

elde edilir. Bu sonuç �zik derslerinde sa§ el kural� olarak anlat�l�r. Bir telden ak�m ak�yorsa, sa§ el ba³ parma§�
tel boyunu ve ak�m yönünü gösterecek ³ekilde tutulur. Di§er dört parma§�m�z magnetik alan� hesaplamak istedi-
§imiz yönü göstermek üzere aç�k tutulur ve sonra bu do§rultu ile 90°'lik aç� yapacak ³ekilde k�vr�larak magnetik
alan�n yönü bulunur.
�ekil (2) incelendi§inde ⊙ ka§�ttan bize do§ru akan ak�m�, ⊗ ka§�t düzlemine do§ru akan ak�m�n yönü göster-
mektedir. Her iki durumda magnetik alan�n de§i³ik noktalardaki yönünü sa§ el kural�n� kullanarak deneyiniz.
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�ekil 2

y

z
I2 I1

4−5 −3 2

�ekil 3

Örnek 10. �ekil (3)'de görüldü§ü yönde, z−eksenine paralel iki tel boyunca I1 ve I2 ak�mlar� akan telin
y = −5, 0, 4 noktalar�nda olu³turdu§u toplam magnetik alan� bulal�m.

H⃗(−5) =
I2
2π 2

(−e⃗x) +
I1
2π 7

e⃗x =
e⃗x
2π

(
I1
7

− I2
2

)
H⃗(0) =

I2
2π 3

e⃗x +
I1
2π 2

e⃗x =
e⃗x
2π

(
I1
2

+
I2
3

)
H⃗(4) =

I2
2π 7

e⃗x +
I1
2π 2

(−e⃗x) =
e⃗x
2π

(
I2
7

− I1
2

)
Örnek 11. (4, 0) noktas�nda bulunan z− eksenine paralel telden, +z yönünde I ak�m� akmaktad�r. (0, 3)
noktas�nda olu³an magnetik alan�n yönünü bulunuz.

3.1 Magnetik Alan�n Temel Denklemleri

Magnetik alan�n sa§lad�§� temel denklemlerin nas�l elde edildi§i verilmeyecek, sadece denklemler verilecektir.
Magnetik alan� olu³turan J⃗ ak�m kaynaklar� div J⃗ = 0 ³art�n� sa§l�yorsa

rot H⃗ = J⃗ (3.13a)

div B⃗ = 0 (3.13b)

B⃗ = µH⃗ (bünye denklemi) (3.13c)

denklemleri sa§lanmaktad�r. Biz bu denklemlerin kullan�m� üzerinde duraca§�z.
�lk denklem (3.13a) 'y� ele alal�m. (3.13a) denklemini bir regüler yüzey parças� üzerinde integre edelim. C

e§risi de bu yüzey parças�n�n çevresi olsun.

C

�ekil 4

∫
S

J⃗ · dS⃗ =

∫
S

rot H⃗ · dS⃗ (3.14)
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Green formülü kullan�larak ∫
S

(rot H⃗) · dS⃗ =

∫
C

H⃗ · dc⃗ (3.15)

yaz�l�r. Bu durumda magnetostatikte Ampère Formülü olarak bilinen sonuç elde edilir.∫
C

H⃗ · dc⃗ =
∫
S

J⃗ · dS⃗ (3.16)

Bu formül magnetik alan�n bir C e§risi boyunca integralinin, C 'nin çevreledi§i yüzeyden geçen toplam ak�ma
e³it oldu§unu gösterir.

Bu formülü iki temel uygulamas�n� yapaca§�z.

Örnek 12 (3). Yar�çap� a olan iletken telden I ³iddetinde ak�m akmaktad�r (�ekil 5a). Bu ak�m sebebiyle telin
içinde ve d�³�nda olu³acak magnetik alan� hesaplayal�m.

a

(a)

a
C

ρ

(b)

a
C

ρ

(c)

�ekil 5:

I ³iddetindeki ak�m�n kesit boyunca homojen da§�ld�§�n� kabul edelim. Problemi iki ayr� bölgede ele almam�z
gerekmektedir.

� ρ < a bölgesinde bir C çevresi seçtik (�ekil 5b). Bu çevreyi pratik olmas� bak�m�ndan ρ yar�çapl� bir daire
olarak seçtik. �imdi Ampère formülünü bu C çevresi ve ku³att�§� S yüzeyi için yazal�m.∫

C

H⃗ · dc⃗ =
∫
S

J⃗ · dS⃗ S'den geçen toplam ak�m

Problemde verilenlerden ak�m�n kesit boyunca homojen oldu§unu biliyoruz. Öyleyse bu ak�m sebebiyle
telin içinde ula³acak magnetik alan (sa§ el kural� sonucu) olsa olsa yar�çap ρ 'nun fonksiyonu ve e⃗φ
yönündedir.

H⃗ = H(ρ) e⃗φ

E§ri boyunca dc⃗ = dc e⃗φ = ρdφe⃗φ 'dir.∫
C

H⃗ · dc⃗ =
∫ 2π

φ=0

H(ρ) e⃗φ · e⃗φρdφ = H(ρ) ρ

∫ 2π

φ=0

dφ

= 2πρH(ρ)

olur. Formülün sa§ taraf�na sadece bu kesitten geçen ak�m miktar�n� yazmam�z gerekiyor. Basit bir orant�
ile yazabiliriz.

πa2 I
πρ2 IC

}
⇒ IC =

πρ2 I

πa2
=
ρ2 I

a2

Ampère formülünün sol ve sa§ taraf�na yazacaklar�m�z� hesaplad�k, öyleyse sonuç:

2πρH(ρ) =
ρ2

a2
I ⇒ H(ρ) =

ρ I

2πa2

H⃗ =
ρ I

2πa2
e⃗φ , ρ < a .

� ρ > a bölgesinde (�ekil 5c) magnetik alan� hesaplamak için bu bölgede bir çevre seçmemiz gerekiyor. Bu
çevrenin ku³att�§� yüzeyden toplam I ak�m� ak�tt�§� biliyoruz. Ampère formülüne 2πρH(ρ) = I yaz�l�r.

H(ρ) =
I

2πρ
⇒ H⃗ =

I

2πρ
e⃗φ

elde edilir. Bu sonuç da daha önce hesaplad�§�m�z sonsuz uzun bir telden geçen I ak�m� sebebiyle meydana
gelen magnetik alan� vermektedir.
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�ekil 6

Örnek 13 (4). Bir ba³ka örnek de �ekil 6a 'daki gibi olsun. Merkezde sonsuz ince bir tel üzerinden I0 ak�m� ⊙
ka§�t düzleminden bize do§ru , ρ ∈ (a, b) bölgesi de kal�n iletken silindir olup kesit üzerinden toplam Iab ak�m�
⊗ ka§�t düzlemine do§ru, ρ = c yar�çapl� iletken silindir sonsuz ince olup yine I0 ile ayn� yönde toplam IC ak�m�
akmaktad�r. Uzay�n her bölgesinde toplam magnetik alan� bulal�m.

� ρ ∈ (0, a) bölgesinde (�ekil 6b) bir C e§risi seçelim. Bu e§ri ve ku³att�§� yüzey üzerinde Ampère formülünü
yazal�m. ∫

C

H⃗ · dc⃗ =
∫
S

J⃗ · dS⃗

Magnetik alan, ak�mlar�n homojen da§�l�m� sebebiyle

H⃗ = H(ρ) e⃗φ

³eklinde olacakt�r. Bundan dolay�∫
C

H⃗ · dc⃗ =
∫ 2π

φ=0

H(ρ) e⃗φ · e⃗φρdφ = H(ρ) ρ

∫ 2π

φ=0

dφ

= 2πρH(ρ)

seçti§imiz C çevresi içinde sadece I0 ak�m� akt�§�ndan

2πρH(ρ) = I0 ⇒ H(ρ) =
I0
2πρ

H⃗ =
I0
2πρ

e⃗φ , ρ ∈ (0, a) olacakt�r.

� ρ ∈ (a, b) için (�ekil 6c) Ampère formülünün sol taraf� ayn� olacakt�r. C çevresini seçelim ve kesitten geçen
ak�m� hesaplayal�m. Ak�m�n yönüne dikkat edelim. ρ ∈ (a, b) bölgesinde kesitin alan� π(b2 − a2) kadard�r.
Orant� ile

π(b2 − a2) Iab
π(ρ2 − a2) IS

}
⇒ IS =

π(ρ2 − a2) Iab
π(b2 − a2)

=
ρ2 − a2

b2 − a2
Iab bulunur.

2πρH(ρ) = I0 − Iab
ρ2 − a2

b2 − a2

H⃗ =
I0
2πρ

e⃗φ − I0
2πρ

ρ2 − a2

b2 − a2
e⃗φ, ρ ∈ (a, b) olur.

Iab, I0 'a göre ters yönde oldu§u için önüne − geldi.

� ρ ∈ (b, c) bölgesinde (�ekil 6d) magnetik alan� hesaplamak için bu bölgede bir C çevresi seçelim. Bu C
çevresinin içinden toplam I0 − Iab ak�m� akmaktad�r. Öyle ise

2πρH(ρ) = I0 − Iab

H⃗ =
I0 − Iab
2πρ

e⃗φ , ρ ∈ (b, c) olur.

� ρ > c bölgesinde yine bir C e§risi seçmeliyiz. Bu C çevresinden geçen ak�m da I0 − Iab + IC kadar
olaca§�ndan toplam magnetik alan

H⃗ =
I0 − Iab + IC

2πρ
e⃗φ , ρ > c olur.
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3.2 Magnetik Devre

Ampère formülünün ikinci uygulamas� magnetik devre kavram�d�r. Elektrik makinalar�n�n hesab�nda çok önemli
bir rol oynayan magnetik devre kavram� bu formüle dayanmaktad�r. Bir A noktas� civar�nda magnetik alan çizgi-
lerinin çok iyi bir yakla³�kl�kla ³ekildeki gibi bir durum ald�§�n� varsayal�m. A merkezli bir S küresinin parçalar�
üzerinde magnetik endüksiyonun ald�§� de§erler S 'nin geri kalan� üzerindeki de§erlere göre çok büyüktür. Sonuç
olarak; ∫

S

B⃗ · dS⃗ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0 (3.17)

yaz�labilir. Burada

ϕi =

∫
Si

B⃗ · dS⃗ , i = 1, 2, 3 (3.18)

olup Si 'den ç�k�p giden magnetik ak�d�r.

A noktas� civar�nda gözlenen olay�n ba³ka noktalarda da gözlenebildi§i ne verilecek örnekteki gibi kapal�
çevrelerin olu³tu§unu ve bu çevrelerde magnetik alan�n sirkülasyonu için Ampère formülün yaz�labildi§ini var-
sayal�m. Magnetik devrenin kollar�n� olu³turan malzemeler ferromagnetik malzemelerdir. Bu türden malzemeler
üzerinde magnetik alan ile magnetik endüksiyon aras�ndaki ili³ki lineer olmay�p histerezis e§risi denen bir tak�m
e§riler cinsinden verilir. Bu kavramlar�n uygulamas� ve aç�klamas� örnekler üzerinden verilecektir.

Örnek 14. �ekilde görülen magnetik devrede d hava aral�§� ne olmal�d�r ki bu aral�kta uyar�lan magnetik
endüksiyon B = 0.5T olsun. Devrede; ℓ1 = 0.5m, ℓ2 = 1m, w1 = 500, w2 = 200, I1 = 10A, I2 = 7A,
µ1r silisyumlu sac, µ2r dökme demir. µ0 = 4π × 10−7. Her iki kolda kesit ayn�d�r.

�ekil 7

B1 = B2 = Bd = 0, 5 T

Her iki kolun yap�ld�§� malzemeye ili³kin e§rilerden

H1 = 100A/m H2 = 1600A/m

Hava aral�§�nda

Hd =
Bd

µ0
= 4× 105A/m

Çevre boyunca Amper yasas� dikkate al�narak,∫
ℓ1

H⃗ · d⃗ℓ1 + 2

∫
d

H⃗ · d⃗ℓd +
∫
ℓ2

H⃗ · d⃗ℓ2 = H1 ℓ1 + 2Hd ℓd +H2 ℓ2 = w1I1 − w2I2

Son ba§�nt�dan,

d =
w1I1 − w2I2 −H1 ℓ1 −H2 ℓ2

2Hd
=

500 · 10− 200 · 7− 100 · 0, 5− 1600 · 1
2 · 4 · 103

= 2, 44mm



B�RB�R ÜNAL, DEM�RYÜREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

Örnek 15. Bd = 1T , I1 = 4A, I2 =?A. Devrede; ℓ1 = 1m, ℓ2 = 0, 5m, ℓ3 = 1m, d = 1mm, w1 = 375,
w2 = 500, kesit S = 20 cm2, malzeme dinamo saç�.

�ekil 8

Hava aral�§�nda

Hd =
Bd

µ0
= 8× 105A/m

B3 = Bd = 1 T ⇒ H3 = 300A/m

Büyük çevre (kesikli çizgi ve ok ile gösterilen) boyunca Amper formülünden,

w1I1 = H1ℓ1 + 2H3ℓ3 +Hdℓd ⇒ H1 =
375 · 4− 2 · 300 · 1− 8 · 105 · 10−3

1
= 100A/m ⇒ B1 = 0, 45T

Dü§üm denklemi; ϕ1 + ϕ2 = ϕ3 (ϕ = B · S)

B1 ·S +B2 ·S = B3 ·S ⇒ B1 +B2 = B3 ⇒ B2 = B3 −B1 = 1− 0, 45 = 0, 55T ⇒ H2 = 120A/m

ℓ2 ve ℓ3 kollar�ndan olu³an çevrede Amper formülünden

H2ℓ2 + 2H3ℓ3 +Hd d = w2 I2 ⇒ I2 =
120 · 0, 5 + 2 · 300 · 1 + 8 · 105 · 10−3

500
= 2, 92A
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