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1 VEKTOR ANALIZ

1.1 Kartezyen Koordinat Sistemi
Tanim (Skaler biiyiikliik). Bir say1 ile ifade edilebilir. Ornek olarak, bir cismin kiitlesi, uzunluk, hacim gibi
biiytikliiklere bir say: kargi gelir. Bu tiirden biiyiikliikler, skaler biiyiikliiklerdir.

Tanmim (Vektorel biiyiikliik). Bir fiziksel kavramin biiyiikliigii ile beraber yonii de s6z konusu ise bu biiyiikligii
bir vektor ile gosteririz. Ornek: hiz, kuvvet, ...

ry 5
Ayl A
Cyises!

=X
e, A1

Bir vektdorel biiytikligi kartezyen koordinatlarda gu gekilde gosterebiliriz.
A= Aé, + Asé,
Burada €, ve €, x ve y eksenleri boyunca birim vektordiir.
Tanim (Birim Vektor). Uzunlugu 1 (bir) olan vektordiir.

A vektorii dogrultusunda birim vektor de yazlabilir,

[

€)=

sy

|
burada |A| = /A2 + AZ olup, A vektdriiniin uzunlugudur.
Ornek 1. A = 4¢;, + 3¢, alalm.

A = V42+32=5

A _dey + 3¢y

eA = —_— =

4] o
I
ea = 5693 5ey

Bir vektor en genel halde 3-boyutlu uzayda da yazilabilir.
A= A€, + As€, + Asél

Al = /A2 + A3+ A

A vektorii dogrultusunda birim vektor,

o

€N =

By

Diferansiyel Elemanlar

e Uzunluk elemani:

dr = dxéy + dyéy + dzé,

e Yiizey elemani:
dS, = dydze,
dsy = dxdzé,
ds, = dxdyée,
e Hacim elemani:

dv = dzxdydz
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1.2 Gradyant, Diverjans, Rotasyonel, Laplasyen Kavramlari

Bu ders boyunca kullanacagimiz pek cok vektorel iglemler olacaktir. Bu iglemlerde kullanacagimiz operatori
oncelikle taniyalim. Nabla (V) operatorii olarak adlandirilan bu operator vektorel bir iglem gosterir.
0 0

V—eﬂﬁ—keﬂ——l—eﬂ—
o Yoy 0z

Bu operator skaler bir fonksiyona uygulandiginda

. of
+ez&

grad f = e}% + ¢,

of
dy

olarak yazilan bu ifade f fonksiyonunun gradyanti adini alir. f skaler bir fonksiyon iken, V f vektdr olur.
Bu vektor degerli V, tiirev operatoriinii degigik sekillerde vektorlere uygulamak da miimkiindiir. Bu durumda:

., 0 L0 ) R - -
ema—keya—y—i—eza - [Ar€; + Agéy + Azél]
_ 0A; | 0Ay | 0A3
- Oz * dy * 0z

divAd =

Burada () ile gosterilen iglem iki vektor arasinda skaler carpimdir. Goriildiigi gibi V operatérii bir A vektoriine
skaler carpim olarak uygularsak, sonug¢ bir skaler olur ve bu igleme bir vektoriin diverjans: denir.

Eger V operatdriinii bir vektore, vektorel carpim olarak uygularsak, bu igleme de bir vektoriin rotasyoneli
denir.

& & &

- - 0 0 0
A-vxi=|2 2 92
rot V x gr 9y oz
A Ay A

Bu gosterilen iglemler dyledir ki: f(z,y,z) ve ff(x,y, z) ikinci mertebeye kadar siirekli tiirevleri varsa, her
zaman; B
rotgrad f =0 ve divrotA=0
Tersine su da sdylenebilir: Bir bolgede rot F =0, divB = 0 ise dyle flz,y,2) ve /T(:r, y, z) fonksiyonu bulunabilir
ki,

—

F=gradf ve B=rotA
Son olarak A Laplasyen operatorii

. o*f  0°f  O%f
Affdlvgradf—@Jraiszr@

olarak tanimlanir.
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1.3 Silindirik Koordinat Sistemi

Silindirik koordinat sistemi ortogonal bir sistemdir, yani uzaydaki herhapgi bir nokta ifade etmek icin kullan-
digimuz {i¢ degigken (p, ¢, z) birbirine dik kalacak gekilde artig gosterir. Ug boyutlu uzayda herhangi bir nokta
kartezyen koordinatlarda (x, y, z) ile gosterilirken silindirik koordinat sistemindeki degiskenler (p, ¢, z) ile de

gosterilebilir.

Bu sistemde;
p uzaydaki noktanin z-eksenine uzakligi
¢ bu noktanin Oxy diizlemine izdiigiimiiniin x-ekseni ile yaptig aci

z  kartezyen koordinatlardaki z, yani noktanin z-eksenini izdiistimiidiir
Bu koordinat sisteminde (p, ¢, z) artis yoniindeki birim vektorler ise €,, €,, €, olarak adlandirilir. Silindirik

koordinat sistemi ve kartezyen koordinat sistemi arasindaki iligki ile yiizey ve hacim integrali i¢in ifade etmemiz

gereken ds yiizey elemani ve dv hacim eleman gu gekildedir.

e Koordinat Doniigiimii:
T =pcosy y=psing z==z

e Birim vektorler:

e,
€p = COS Y€y + SIN Yey, % =€y
e +oosws. | 2% _ g
€, = — SIN e, + COS ey - = 6
dp
dp  pdp  dz
E, E, E,

Uzunluk elemani:

dr' = dpe, + pdpe, + dze,

Yiizey elemani:

ds, = pdpdzé,
ds, = dpdzé,
ds, = pdpdpe.,

Hacim elemani:

dv = pdpdypdz
e Gradyan:
of ., 1o0f_ Of
grad f(p, p,2) = %ep + ;%eap + gez
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e Diverjans:

e Rotasyonel:

e Laplasyen:

e 10 104, 0A,
div A(p, ¢, 2) = ;%(PA;)) ; 9o 92

g, pe, @

- 1| 0 0

rot A = ; 87p % &

A, pA, A,
Moy LD (P0) 1S
p7 807 - ,0 6[) pap p2 QDQ 822

1.4 Kiiresel Koordinat Sistemi

Kiiresel koordinat sistemi de ortogonal bir sistemdir. Uzaydaki herhangi bir nokta (r, 8, ¢,) degiskenleri ile
gosterilir. Bu noktay: yaricap: r olan bir kiire yiizeyi iizerinde diiglinerek, noktanin orijine gére konumu ifade

edilebilir.

r  noktann orijine olan uzakligi (kiirenin yaricapi gibi)
0  yaricap dogrusunun z-ekseni ile yaptigi ag
¢ bu noktanin Oxy diizlemine izdiiglimiiniin x-ekseni ile yaptig a1

(r, 8, o, )'nin artig yoniindeki birim vektorler €., €, €, ile gosterilir. Kiiresel koordinat sistemi ile kartezyen
koordinat sistemi arasindaki iligki, ylizey ve hacim integralleri alirken yazmamiz gereken ds yiizey elemani ve

dv hacim elemani su gekildedir.

e Koordinat Doniigtimii:

x=rsinfcosy y=rsinfsing z=rcosd

e Birim vektorler:

7 =re,
€, = sin 0¢€, + cos fe,
€p = cos B¢, —sinde,
€, = sin 6 cos e, + sin O sin e, + cos e,
€9 = cos 0 cos pe + cos O sin pe,, — sin 6¢e,
dr  rdf  rsinfdp
E, E, E,

e Uzunluk elemani:

dr = dré, + rdféy + rsinfdpe,
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Yiizey elemani:

ds, = r?sin 0dfdy €,
dSy = rsinfdrdyp €y
d5, = rdrdf e,

Hacim elemani:

dv = 12 sin 8drdfdy

Gradyan:

af 10f 1 af .
gradf(r,@,tp)z Eer'i‘;%ee m%ew

e Diverjans:

div A(r, 0, ) = %%(TZAT) + ﬁ%(sin@/lg) + rsi1n9 831:1;
¢ Rotasyonel:
ég Tge rsin 0é,
rot A(r, 6, ) = @ 90 dp
A, 1Ay rsinfA,
e Laplasyen:

_ 10 (,0f L 0 (gne®d) L _9F
Aflr.6,0) = r2 or (T 8r> T e 00 (bm039> * 2 sin? 9 Op?
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2 ELEKTROSTATIK

2.1 Boslukta Elektrostatik Olay

Coulomb Yasasi (1785) : Elektrik yiikleri ¢; ve g2 olan ve boglukta kargi kargiya duran iki maddesel noktanin

q192

arasindaki uzaklik 7’ olsun. Bunlar birbirine Newton kuvvetine ek olarak, —5 ile orantill bir itme kuvveti
r

uygularlar. Tkiden fazla yiikiin varlig halinde siiperpozisyon gecerlidir.

@ g

*t+—>0

= =
F21 F12

q142 G
12
4dmregr’?

g =—Fy =

100°°[F
Burada €y boglugun dielektrik sabitidir ve ¢y = —.
36 |m

q1

|/

q
R q.4—-—0 3

. q4

Ikiden fazla yiik varsa ¢ yiikiine etki eden kuvvet,

Eger elektrik yiikii tagiyan maddesel noktalar bir v hacmini ¢ok yogun bir gekilde dolduruyorsa,

=/
F = —dv olur.
4reg /vpr’?’ Y

Burada pdv, dv hacim elemamn i¢indeki yiik miktari, dolayisiyla p yiik yogunlugu olarak adlandirilir.

2.2 Elektrostatik Alan ve Elektrostatik Potansiyel

Bir ¢ yiikiine etki eden kuvvet, ﬁ,

—

qF,

ol
I

Il

[ oten.0) Zdzandc

47eg

Burada E elektrostatik alam gostermektedir'. Vektor analiz bilgilerimiz ile

1 7’
grad <_’r’) = TW
yazilir. Oyleyse, E elektrik alan

E(z,y,z) = —grad {47360 / p(g,:,g) dgdndg}

L¢: ksi, n: eta, : zeta

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4a)

(2.4b)

(2.5)

(2.6)
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seklinde diizenlenebilir. Parantez i¢indeki ifade skaler bir biiyiikliiktiir ve Coulomb potansiyeli ya da elektros-
tatik potansiyel adini alir,

Viz,y,z) = 1 /p(f’”’odgdndg+% (2.7)

T dreg r/
(Vo : sabit) yani elektrik alan igin
E(z,y,2) = —grad V (2.8)
yazilabilir. Bu son ifade sunu ifade eder: Bos uzayda serbest halde bulunan elektrik_'yﬁkleri her zaman skaler
bir biiytikliikk olan potansiyel (V') fonksiyonunu, bunun gradyanti ise elektrik alani (£) meydana getirir.
Simdi Coulomb yasasini bir ¢ yiikiiniin bir @ yiikiine etki ettirdigi kuvvet i¢in tekrar yazalim.

= 2.
4meqrs (2.9)
F = QE oldugundan
= q S
E=— 2.10
4dmeqr3 " (2.10)

—

1
bir ¢ yiikiiniin meydana getirdigi elektrik alan olur. grad (—> = % oldugundan ve denklem (2.8) kullamlarak
r r

q

" dmeor (2.11)
bir noktasal ¢ yiikiiniin meydana getirdigi elektrostatik potansiyel olur.
E = —grad V oldugundan, vektdr analizden de rot grad f = 0 bilindiginden
rot E =0 (2.12)
elde edilir. Ayrica A (1) =0 (eger r # 0 ise) oldugundan
AV =0. (2.13)

Bu son iki ifadeden denklem (2.12) ve (2.13)’den sunu anlariz: Serbest halde bos uzayda bulunan elektrik yiikle-
rinin olugturdugu potansiyelin laplasyeni her zaman sifirdir ve elektrik alanin rotasyoneli de her zaman sifirdir.
Oyleyse uzayda belirli sekilde dagilmig yiiklere iligkin énce potansiyeli bulmak daha kolaydir. AV = 0 ¢oziiliir.
Ardindan E = —grad V ile elektrik alan hesaplanabilir. Bu problem, ii¢ degisik 6rnek ile incelencektir.
Bu noktada su olay1 incelemek faydali olacaktir. Bir ¢ yiikiinii bir E alam icinde A’dan B’ye hareket ettirmek

icin yapilan isi hesaplayalim.
A
q
/é B

A

C egrisi boyunca yapilan ig ¢’ya etki eden F kuvvetine kars1 olacaktir:

B
W= —/ F.dé (2.14)
A
B _ B
= —q/ E-dé':q/ gradV - d¢
A A

grad V' ’yi en genel halde C egrisine teget bir bilesen ve bu egriye dik diizlemde bir bilegen geklinde yazabiliriz.
ov. 9V

dé = det oldugundan
radV - dc= 8—Vd (2.16)
gra c= 9 c .
olur. Oyleyse is,
Bov
W =gq —dc=¢q[V(B) - V(A)] (2.17)
A Oc

olur. Bu sonug soyle yorumlanabilir: Bir elektrik alan icine yerlegtirilmig yiikii hareket ettirmek i¢in yapilacak i,
yiikiin izleyecegi yoldan bagimsizdir. Is, sadece A ve B noktalarindaki potansiyel degeri ile bellidir. V (B) > V(A)
ise yani yiikii, potansiyeli daha yiiksek bir noktaya gikarmak igin ig yapmak gerekir. Ama V(B) < V(A) ise yani
yiik, potansiyeli daha kii¢iik bir noktaya gotiiriildiigli zaman dig ortama enerji verilir.



BIRBIR UNAL, DEMIRYUREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

Y
S 3
: 1|-----~
! —1 l
—4 ! 2 *
o-11
4C

Ornek 2. 3C’luk elektrik yiikii sekilde gosterilen konumda bulunmaktadir.

1. 3C"luk yiikiin uzayda olusturdugu potansiyel ve elektrik alan nedir?

3
V =
4megr
E=—gradV = 3 e,
=78 T dmwegr?

2. 4C’luk yiikii sonsuzdan B(—1, —1) noktasina getirmek i¢in yapilan i nedir?

IV:qwuﬂ—vum=ﬂ[@£%ﬂ—o]:5i¢7

3. 4C’luk yiikii B(—1, —1) noktasindan C(2, 1) noktasina getirmek i¢in yapilan ig nedir?

3 3 .
Amep2v/10 47T60(10)] J

W= gV(C) - V(B)] = 4 [
2.3 Gauss Denklemi

E
/
q

Orijine yerlegtirilmig ¢ yiikiiniin olusturdugu elektrik alan,

54 & q 1 :
E= — = — d |- "dir. 2.18
dmeg 12 dreg sta (r) 1r (2.18)

E alanin kapali bir S yiizeyinden diga dogru gecirdigi akiy1 hesaplayalim. D= eoE olmak iizere

ﬂ 1
/"D.dgz-q/}gmi()-dg (2.19)
S 471' S T

/ A-ds= /// div Adv : Gauss-Ostogradski teoremi (2.20)
S v

Gauss-Ostogradski teoremi
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uyarinca denklem (2.21) elde edilir

/ﬁ~d§:fi/div grad (1> dv=—L[A <1> dv=0 . (2.21)
g ar J, T ar J, r

Ciinkii S yiizeyi orijini kugsatmamaktadir. Dolayisiyla A (%) = 0 oldugundan bu sonug elde edilmigtir. Oysa ki S
ylizeyini orijini kugatacak gekilde segersek; o zaman S ylizeyi iizerindeki integral, R yarigaph kiire yiizeyindeki
integrale esit olur. O halde r = R, d§ = ds e, olur.

S R oo q
D-ds=/ D'ds:i/ ds =q 2.22
/9 Sk 47TR2 Sk ( )

Sonug olarak sunu sdyleyebliriz:
/ D-d5= Snin igindeki yiiklerin toplami
s
Eger yiikler bir p yogunlugu ile v hacmini dolduruyorsa,

/D.dg':/pdv (2.23)
S v

yazalir. Gauss-Ostogradski teoremi (bkz. denklem (2.20)) uyarinca

/ div D dv = / pdv (2.24)
v v

yazilabilir. Bu egitlik her V' hacmi icin gecerli oldugundan
divD = p (2.25)

elde edilir. Boylece elektrostatik alanin sagladig: iki temel denkleme ulagilir.

rotE = 0 (2.26a)
divD = p (2.26h)
Ornek 3. Sekilde kesiti verilen i¢ ice ge¢mis silindirik bolgeler bogluktadir. p < a bolgesi bosluk, p € (a,b)

bélgesinde hacimsel yiik yogunlugu pa, = A [C/m3], p € (b, c) bélgesi bogluk, p = ¢ yaricaph silindir iizerinde
0. = B[C/m?] yogunluklu yiizeysel yiikler vardir.

Uzayn her bolgesinde olusacak elektrik alani hesaplayalim.
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e pc(0,a):
Bu bélgede yarigapi p olan bir silindir yiizeyini sectik ve bu yiizey iizerinde Gauss formiiliinii uygulayacagiz.

/ D-ds= S’nin icindeki yiiklerin toplami
s

Problemdeki ytiklerin simetrik dagilim sebebiyle her bélgede olusacak elektrik alan olsa olsa p’nun fonk-
siyonu ve €, yoniinde olur. Oyleyse
D = D(p)é, = eoE(p)é,

Silindir yiizeyi {izerinde : d5'= ds €, = pdpdzée,

/D dS—/EoE( )€y - Eppdipdz

27
=eoE(p / dgo/ dz

= 2mpeo E(p)

€ (0,a) bolgesinde yiik olmadig i¢in
/ D -ds=2mpeoE(p) =0 ’dur.
s

Oyleyse E(p) = 0 yani E = 0 "dur.

e p € (a,b) bélgesi: Bu bolgede yiikler homojen bir sekilde dagilmistir. po, = A[C/m?] .

Bu bélgede de D = eoE(p)é, olacag: igin / D - ds = 2rpeoE(p) ’dir. Oyleyse denklemin sag tarafin

s
yazmak icin bu sectigimiz Gauss yiizeyi i¢inde ne kadar yiik oldugunu bulmamiz lazimdir.

1 2 P P 2 1
Qarz/pabdv:/ / / Apdpdgodz:A/ pdp/ d<p/ dz:AW(pQ—ag) [C]
v 2=0 Jp=0 Jp=a p=a =0 z=0

A(p? — a?)

2 E(p) = An (p* — a® E(p) =
mpeoE(p) = A (p* —a®) = E(p) 2o
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ve buradan ) )
. A —a“) 1
E = M,gp olur.
2 p

e p € (b, c) bolgesi: Bu bolge i¢in de bir Gauss yiizeyi secelim. Gauss denkleminin sol tarafi diger bolgelerde
oldugu gibi yine aym olacaktir.

Sag tarafi icin bu yeni Gauss yiizeyinin i¢inde kalan toplam yiiki bulalim.

1 p2n b b 2 1
Qab:/pabdv:/ / / Apdpd(pdz:A/ pdp/ d(p/ dz:Aw(bQ—(f) [C]
v z=0 J =0 Jp=a p=a =0 z=0

A (b2 — a2
27Tp€0E(p) = A']r (b2 — a2) = E(p) = M
2p€0
ve buradan
L A (b2 — a2) 1.
E=———+>-¢, olur.
29 P

e p > ¢ bolgesi: Bu bolge i¢in de bir Gauss yiizeyi segelim. Bu yiizey icindeki toplam yiikii hesaplayalim.

p € (a,b) arasmda Qg kadar yiik var. Bir de p = ¢ yaricapl silindir {izerinde o, = B [C//m?] yogunluklu
ylizeysel yiikler var. Bu da Q. = 2wcB kadardir.
2mpeoE(p) = Qup + Q. = A (b2 — a2) + 2mcB
A(b? —a?) + 2B
2p€0
A(b? —a?) + 2B 15’
2e9 p’

E(p) =

E:
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Ornek 4. Sekilde kesiti verilen i¢ ice gecmis kiiresel bolgeler bosluktadir. » < a bélgesi bogluk, r € (a,b)
bélgesinde hacimsel yiik yogunlugu pa, = A[C/m3], r € (b,c) bolgesi bogluk, r = ¢ yaricaph kiire iizerinde
o. = B[C/m?] yogunluklu yiizeysel yiikler vardir.

Uzayin her bolgesinde olugacak elektrik alani hesaplayalim. Bu problemde sececegimiz Gauss yiizeyleri birer
kiire yiizeyi olacaktir.

e 7 € (0,a) bolgesi:

Bu bolgede segecegimiz Gauss yiizeyi {izerinde Gauss denklemini yazalim. Problemde, yiiklerin simetrik
ve homojen dagilimi sebebiyle her bolgedeki elektrik alan

E = E(r)é,

geklinde olacaktir.

™ 2m
/ D.ds= / c0E(r)é, - €12 sin 0dfdyp = 50E(r)r2/ sin 0d0/ dyp = dreor?E(r)
5 5 =0 ©=0

r € (0,a) bolgesinde yiik olmadig i¢in

/ D -d§ = 4negr?E(r) =0 ’dir.
s

Oyleyse E(r) = 0 yani E(r) = 0 ’dur.

e 7 € (a,b) bolgesi:
Bu bélgede yiikler homojen bir gekilde dagilmisgtir. p., = A [C/m?] .

2 ™ r T T 27
4
Qar = /pab dv = / / / Ar?sinOdr dody = A/ r? dr/ sin 9d9/ dep = il (r3 — a3) [C]
v =0 J0=0 Jr=a r=a 6=0 ©=0 3

4 A (r?—a?
dmegr?E(r) = %A (r — a3) = Er)= 360(T r2a )

ve buradan ( . 3)
_ A (r°—a’)
E = 37&‘07"72674 olur.
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e 1 € (b,c) bolgesi:

Sag tarafi icin bu yeni Gauss yiizeyinin i¢inde kalan toplam yiiki bulalim.

2T ™ b b ™ 2m 4
Qab = /pab dv = / / / Ar?sinOdr dfdyp = A/ r? dr/ sin Gdﬂ/ dop = A (b3 - ag) [C]
v ©=0J0=0 Jr=a r=a 0=0 =0 3

b3_ 3
dreor?E(r) = %A (b3 - a3) = E(r)= ?:;( T2a )

ve buradan

e r > ¢ bolgesi: Secilen Gauss yiizeyi igerisindeki toplam yiik Qg ile r = ¢ yarigaph kiire yiizeyi iizerindeki
yiik olacaktir. Q. = 4nco, = 4nc’B

4
47r50r2E(r) =Quw+ Q.= %A (b3 — a3) + 47 B
., A ) e,
E=|% (" —a®)+B| —
3 ( “ ) te gor?
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2.4 Degisik Tiirden Yiik Dagilimlar: ve Dirac Distribiisyonu

Onceki boliimde elde ettigimiz elektrostatik alanin sagladigi temel denklemlerden yararlamlarak, elektrostatik
problemlerini ¢zebilmek i¢in p 'yu acikga ifade etmek gerekir. p; [C'/m?] boyutunda bir ifadedir. p ’yu her
zaman ifade edebilecek uygun fonksiyonlar bulmak miimkiin degildir.

Ps P °q
= = .
m3 m2 m
Hacimsel yik Ylzeysel yik Cizgisel yik  Noktasal yiik

Sekillerden goriildiigii gibi C/m3, C/m?, C/m, C boyutundaki yiizeysel, cizgisel, noktasal yiiklere iligkin
yogunluklar1 fonksiyonlar araciligiyla ifade edemeyiz. Bu amagla, fonksiyondan daha genig kapsamli matematik
elemanlar kullanmamiz zorunludur. Genellegtirilmig fonksiyon olarak da adlandirilan bu elemanlar, distribiis-
yon olarak adlandirilir.

Distribiisyon kavramini anlayabilmek i¢in 2 = 0 diizlemi iizerine p, = p,(y, z) [C/m?] yogunlugu ile yayilmag
bulunan yiik dagilimina iligkin hacimsel yogunlugunu

p(r,y,2) = ps(y,2z) d(z)

GG

seklinde yazalim. Agiktir ki 6(z), [ } boyutundadir ve Dirac distribiisyonu adini alir.

1
m

d(z)’in 6zelliklerini ¢ikarmaya ¢aligalim.

a<z<bc<y<d e<z< fprizmas: icinde z = 0 diizleminde toplam @ kadar yiik olsun. Prizma
i¢indeki toplam yiik, p(z,y, z) yogunlugunun prizma iizerinde integraline egittir.

Q= /ab 0(x) dx /Cd /ef ps(y, 2)dy dz (2.27)

Oysa yiik sadece x = 0 diizlemi {izerinde bulundugundan
Q=0, a<0(a>0)veb<0(b>0)

demektir. Sadece a < 0 < b halinde

Q= / ' / oy d (2.28)
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olur. Bu da bize,

b
1, ab<0
/a 0(x) dx = { 0. ab>0 (2.29)
ifadesini verir. Diger 6zellikler su gekildedir.

f@)o(z) = f(0)d(z) (2.30a)

* 1, >0
/a 0(z)dx = wu(x)= { 0. z<0 (2.30b)
u'(x) = 6(x) (2.30c)

u(z), birim basamak fonksiyonudur.

Ornek 5 (Distribiisyon ile ilgili 6rnekler). 1. Oy diizleminde 5 [C'/m?] yogunluklu yiizeysel yiike iliskin ha-
cimsel yiik yogunlugu p = 55(z)

2. z-ekseni boyunca 2 [C/m] yogunluklu ¢izgisel yiike iligkin hacimsel yiik yogunlugu p = 26(z)d(y)

Z

N

3. (2,4,5) noktasindaki 3 C’luk noktasal yiikse iligkin hacimsel yiik yogunlugu p = 36(x — 2)d(y — 4)d(z — 5)

X

Z

3C
*(24.5)

f(z) fonksiyonu z = 0 ’da siireksizlik gosteren, bunun diginda her yerde siirekli ve tiiretilebilir olsun.

f(z) ={ ?jgﬁ zig (2.31)
f(x)
f+(x)
ATy,
» X

u(z) birim basamak fonksiyonu olmak {izere,

f(@) = [+ (@)u(z) + f-(z)u(-z)
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yazilabilir.

fl(@) = fi(@u@) + fL(@)u(—2) + [f+(2) - f-(2)]0(x) (2.32)
elde edilir. Bu ifadeye f(z) fonksiyonunun distribiisyon anlaminda tiirevi denir. Bu ifadeden goriildiigii
gibi ilk terim # = 0 ’da tamimli olmayan, bunun diginda her yerde f(x)’in adi anlamda tiirevini egit olan bir

fonksiyondur ve f’(x)’in regiiler kismm olarak adlandirilir. Tkinci terimdeki parantez igindeki ifade ise f(x)’in
x = 0’da siireksizlik miktari, Af ‘dir.

f'@)={f'(2)} + Af - d() (2.33)
yazilir. Benzer gekilde bu derste cokca kullanacagimiz gu ifadeler de kolaylikla elde edilir.
gradV. = {gradV}+ [7V]d(x) (2.34a)
divE = {divE}+[i-E]é(x) (2.34b)
rot E = {rot E} + [it x E]6(x) (2.34c)

Burada 7, * = 0 yiizeyinin normal vektorii olup n = €, konmustur. Daha genel olarak herhangi bir S yiizeyi
icin:

gradV. = {gradV} + [7V]d(s) (2.35a)
divE = {divE}+[i- E](s) (2.35b)
rot E = {rot E} + [it x E]é(s) (2.35¢)

2.5 Bosgluk Olmayan Uzayda Elektrostatik Olay

Bu boliime kadar inceledigimiz biitiin olaylar boglukta duran ve bilinen yiiklerle ilgiliydi. Oysa iginde yagsadigimiz
uzay bog degildir. Degisik fiziksel 6zelliklere sahip bircok maddesel cisim igerir. Bu cisimlerin atomsal yapisinda
yer alan ve dogal durumda var olan i¢ elektriksel yiikler birbirinin digta olusturduklar1 alanlari yok ederek
yiiksiiz gibi goriliniir. Kaynak oldugu durumda ise dig yiiklerin etkisi ile yer degistirerek belirli bir diizene girer
ve belirginlegmeye baglar. Belirginlegen bu i¢ yiikler de E alanma katkida bulunur.

Varsayim. Degisik malzemelerle dolu uzayda p yogunlugu ile yayili bulunan yiiklerin olugturdugu elektrostatik
alanda

rotE = 0 (2.36a)
divD = p (2.36b)
F = 4E (2.36¢)

denklemleri distribiisyon anlaminda her zaman gecerlidir. Bu denklemlerde;
D= eﬁ, biinye denklemi olarak adlandirilmaktadir.
€ =¢€per, £: bir basit dielektrik ortamin permitivitesi (dielektrik sabiti),
ey : ortamin bagil dielektrik sabitidir.

Farkli dielektrik sabitlerine sahip bir¢ok ortamin varligi halinde sayisal sonuclar elde etmek istendiginde
yukaridaki varsayimdan yararlanmak zorunlu olur. Bu varsayimin anlamini agik bir gekilde anlayabilmek igin
sekildeki durumu goz 6niine alalim.

S yiizeyi, parametreleri 1 ve g5 olan iki basit ortami birbirinden ayirmaktadir. Daha genel hali géz 6niine
alabilmek icin S {izerinde p,; yogunlugu ile yayilmig bir yiizeysel yiik bulundugunu diigiinelim. Bu halde, elektrik
alanin sagladig: denklemler distribiisyon anlaminda yazilabilir.

div D = {div D} + [t - D]6(s) = {p} + ps6(s) = p (2.37a)
rot E = {rot E} + [ii x E]é(s) =0 (2.37b)
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Her iki denklemde iki tarafin esitliginden:
{div D} = {p}, {rot E} =0, (S’nin diginda) (2.38a)
[7- D] = ps [ x E] =0 (S’nin fizerinde) (2.38h)

elde edilir. (2.38a)’daki iki ifade S’nin i¢inde ve diginda ayr ayr gegerli olan ifadeleri verir. (2.38b)’deki ifadeler
ise alanin S fizerindeki siireksizlige iligkin sonuglaridir. S’ye i¢ten ve distan yaklagildigindaki alanin tegetsel ve
normal bilegenleri cinsinden ise (2.38b) ifadeleri soyledir.

EP =B (S iizerinde) (2.39a)
£2EP) —1E(N = p, (S tizerinde) (2.39b)

Bu son iki sonug sinir sartlar: olarak adlandirilir ve (2.38a) denklemleri ile beraber alan ifadelerini bulmamiza
yarar. Sinir gartlari, potansiyel cinsinden yazildiginda ise

ve =—y® (S tizerinde) (2.40a)

av\® av\ W .
9 (8n> — e (811) = —ps (S iizerinde) (2.40Db)

Sinir gartlarinin nasil kullanildigina iligkin problemler de ayrica verilecektir.

2.6 Yiizeysel Yiike Etki Eden Kuvvet

ds

+rEt+4
++ +
+ p et

S
Sekil 1

S ylizeyi lizerinde ps yogunluklu yiikler bulunsun. Bu yiiklere alani yaratan biitiin yiikler tarafindan bir
kuvvet etki edecektir. Bu kuvveti hesaplamak igin S iizerindeki ds alanina etki eden kuvveti yazip, biitlin yiizey
iizerinde integre etmek yeterlidir. ds alani {izerinde psds kadar yiike etki eden kuvvet

dF = pyds - E(P) (2.41)
dir. Burada P noktasindaki alan, E (P) ise iyi bir yaklagimla

—

B(P) = % Bpy+ B(P) (2.42)

yazilabilir. P noktasinda her iki taraftan yaklastigimizda alanin aldigr iki degerin aritmetik ortalamasidir.

2.7 Elektrostatik Enerji Yogunlugu

Sinirsiz genig basit bir ortamda tek bagina bir ¢; yiikii bulunsun. Bu yiik uzayda E; alanim meydana getirir.
Tkinci bir g, yiikiinii sonsuz uzaktan ¢; ’in yakinina getirirken yol boyunca qgﬁl kuvvetine karg: ig yapilir. Sonra
sira ile g3 yiikiini de ¢; ve g2 'nin yakimma getirirken hem ¢g; hem de ¢o ’'nin olugturdugu alanlara kars: ig
yapmak gerekir. Bu olay boyle sira ile devam edip hepsi toplanirsa:

R
q1 ®
[ ]
4s
[ ]
° [ ]
[ ]
W= W+ Wis+...+ W1n) + (W23 +Wog+ ...+ Wap)+... + Wi-1n (2.43a)
1~ ag _ 1y - 4
P = i 2.43b
W 2 Z 4dmery; 2 Zq Z 4mer; (2.43b)

i,j=1,i7#j =1 j=1,j7#i

1 n
W= Zl Vi (2.43c)
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elde edilir. Burada V;, ¢; yiikiiniin bulundugu noktada diger yiiklerce olugturulmus potansiyeldir. Yiikleri bir
araya toplamak i¢in yapilan W isi potansiyel enerji olarak depolanir. Bu yiikler serbest birakilirsa, hepsi birbir-
lerinin ve ¢; ’in karsilhikh etkileri altinda degisik yone harekete gegerler ve harcanan toplam enerji W kadardir.

Eger yiikler bir v hacmini p yogunlugu ile dolduracak sekilde ise, o halde ig
1
W = 5 / Vpdv (2.44)

olur. Isi hesaplamak icin v hacmi iizerindeki bu integral yerine yaricapr R olan Sg kiiresi iizerinde integral alip
v’nin diginda p = 0 almak yeterlidir.

1 1 -
W:f/ Vpdv:f/ Vdiv D dv (2.45)
2 vR 2 vR
Vektor analiz bilgilerimizden . L
div(VD)=VdivD+ D -gradV (2.46)

dir. Bu denklemden V div D cekilir ve Denklem (2.45)’de yerine yazilir.

2

VR

W:E/‘@NWﬁ%iiQMV}M (2.47)

Denklem (2.47)’de integrandin ilk terimi yerine diverjans veya Gauss-Ostogradski teoreminden

/ div(VD)dv= [ VD-dS (2.48)
VR SR
1 .. 1[4 =
sz/ VD-dS—i—f/E-de (2.49)
2 /s, 2
VR

seklinde yazilir. Bu integralde R — oo yapabiliriz, ¢iinkii v'nin diginda p = 0 'dir. R — oo oldugunda sonluda
bulunan yiikler tarafindan olugturulan V' ve D sifira gidecegi i¢in sonsuz yaricaplh Sg iizerinde de integral sifira
gider ve sonug olarak ig

1 [ -
W:§/EJMU (2.50)

olur. D = ¢E oldugundan
W= %/\E|2dv [joule] (2.51)

elde edilir.

2.8 Kapasite ve Kondansator Kavrami

=1

Vi

o



BIRBIR UNAL, DEMIRYUREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

Uzayda sadece v iletken cismi olsun ve bu cisim yiiklenerek sonsuza gére V) potansiyeline g¢ikarilsin. Bu
durumda bu cisim fizerinde bulunan yiikler tarafindan olugturulan V (z, y, z) potansiyel fonksiyonu V; ile orantil

olacaktir.
V('ryyvz) = Vl (b(xayaz) (252)

Burada ¢, Vi = 1 haline karsi gelen potansiyel olup, sadece cismin sekline bagh olan bir fonksiyondur. Ote
yandan cismin iizerinde birikmig toplami yiik (2.40b) uyarinca

Q1 = f/ (%‘;) ds = 4/1/ Ggi) ds . (2.53)
S S

Burada S cismin yiizeyini; 7, S'nin disa yonelik yiizey normalini; ¢ ise S’nin digindaki uzayin elektrik sabitini
gostermektedir.

Uzay elektrik yiikii bakimindan nétr oldugundan S {izerinde @); yiikii birikirse, sonsuzda da —@Q; yiiki
birikir. Bu tiir sistemler i¢in bir 6nemli tanim da, sistemin 1 Volt bagina ne kadar yiik tutabilecegini gosteren,
sistemin kapasitesi olarak tamimlanan C' ’dir.

@ (.99
C= v S/ <58n) ds (2.54)

v cismini V; potansiyeline ¢ikarincaya kadar yapilan is

1Qt

1 1, o
dir. Eger uzayda iki iletken cisim varsa ve cisimler V7 ve V5 potansiyelinde ise ifadeler degisir.
Q1 Q2
C = = 2.56
Vi-V V-V (2.56a)
_1 _1 2 107
W= 2Ql(V1 Va) = 2C(V1 V2)® = 5 ¢ (2.56b)

2.9 Denk Problemler ve Denk Kaynaklar

2.9.1 Goriinti Kavram

Bir elektrostatik probleminde amag, potansiyel fonksiyonunu bulmaktir. Degigik kaynak dagilimlar: bir bolgede
ayn1 potansiyeli yaratabilirler. Bu halde s6z konusu kaynaklar s6z konusu bdélge bakimindan denktir, denir.
Denk kaynaklar arasinda basit bir dagilima sahip olanlari saptamak sinir deger problemleri ¢ozmek bakimindan
oldukca 6nemlidir. Bu amagla su problemi ele alalim.

A &l 4 &V A &l
L ® 0-».‘_5“.
1 1 ey, 2)
/"-TB
S o T N _,-’i---
V=0 g =2V=0 g =& 7 V=-Vxy —2)
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1. z > 0 bolgesi dielektrik sabiti €5 olan basit bir madde ile doldurulur ve bu bélgedeki bir A noktasinda ¢
yiikii bulunmaktir. z = 0 diizlemi iletken bir malzeme ile kapli olup V = 0 potansiyeline sahiptir. Problem
z > 0 bolgesindeki Va(x, y, z) potansiyel fonksiyonunu bulmak olup z < 0 bolgesi ile ilgilenilmemektedir.
2. A noktasindaki ¢ yiikii sebebiyle z = 0 diizlemi iizerinde ps = — 525 yogunluklu bir yiik birikimi
2=0
olur. V5 potansiyelin kaynag: ¢ yiiki ile py yiikleri olur. Bu sebeple z = 0 diizlemindeki iletken kaldirilip
yerine ps yogunluklu yiikler konur.

3. Son olarak z = 0 diizlemindeki yiikleri kaldirip yerine A’nin simetrigi B noktasina —¢ yiikii koyalim ve
€1 = o alalim. —q yiikii z = 0 diizleminde py yiiklerinin etkisini yaratacag: i¢in bu problemler birbirine
denk olur ve bdylece z > 0 bolgesindeki Vo potansiyeli olur.

q 1 1
Va(z,y,2) = — | — — —|, >0 2.57
2(@,y,2) e |:7“A ’I“B:| : ( )

olur. B’deki —q yiikiine A’daki ¢ yiikiiniin goriintiisi denir.
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2.10 Ornekler

Ornek 6. Sonsuz genis iletken diizlemler z = 0 ve z = d diizlemleri iizerinde olup Vj ve Vy potansiyellerinde
tutulsun. Bu iki potansiyel arasindaki bolge e dielektrik sabitine sahip malzeme ile dolu olsun. Bu bdlgedeki
potansiyel fonksiyonunu bulalim.

Vo 0
Bu bolgede AV = 0 denklemi saglanacaktir. Agikca yazarsak;

0’V 9%V 9%V
AV = Ox? + Oy? * 072 =0

Ara bolgedeki potansiyel fonksiyonunu diigiiniirsek z = 0 diizleminde Vj degerinden z = d diizleminde Vj
degerine ulasmaktadir. Ote yandan bu degisim biitiin (x,%) noktalarda oldugundan V (z,y, z) fonksiyonu olsa

olsa sadece z’nin fonksiyonudur. Yani,
v 0 av

— — =0
Ox T Oy
dir. Oyleyse AV = 0 denkleminden
v
88? =0, kalir. Buradan
a—v =A, bir sabit olmalidir.
0z
V=A2+1B, “dir.

A ve B sabitlerini bulmak icin;

z=0 Vo=Ax0+B = B=YV,
Va—Wo
d

z=d Vo=Axd+B = A=

bulunur. Sonug olarak potansiyel fonksiyonu

Va—W
V(%Z%Z)Z%Z‘FVO

elde edilir.

z€(0,d) bolgesinde potansiyeli buldugumuza gore elektrik alam da rahathikla yazabiliriz.

ov

0, 67:[/_

ov., 9V, 9V, } o Y _ 0 oldugundan

E——gr&dV——{%€x+(.9y6y+(.azez %—
LAV Va—Vo.
Eff%esz 7 €, olur.

Goriildiigi gibi bu bolgede elektrik alan eger V; > V, ise —¢é,, yOniinde, eger V; < V} ise €, yoniindedir. Yani
elektrik alanin yonii potansyelin azaldigi yondedir.

Elektrik alan bulundugu i¢in kolayca bu iletken diizlemlerde biriken yiiklerin yogunlugunu yazabiliriz. Sinir
olugturan z = 0 ve z = d diizlemlerinde potansiyel sabit oldugundan bu bolgenin diginda elektrik alan sifirdir.
Oyleyse smir sartlarmi goyle yazabiliriz:

d
Vd—V0> _ VeV {C}
d

z=0 po=—cbp|.—0 =¢ (-
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Paralel plakali bu sistemde levhalarda biriken yiik yogunlugunun ters isaretle esit olduguna dikkat edelim. Bu
noktada her iki levhanin S kadar parcasinda biriken toplam yiik de gu sekilde olacaktir:

Vi—W
z=d depd5=S€dd 2 (€]
Va—W
2=0 Qo=poS=-Se dd re)
z
E-'=0 'y
bbbttt bbb
d
L Va—Vo
E= ] [
0
E=0

Bu levhalarda yiik biriktigine gore her bir levhaya bir kuvvet etki edecektir. Her bir levhanin S parcasina
etki eden kuvveti hesaplayalim.

—

_ I E(z=d)  Vqa-W1 Va—Vo .
z=d dFy = pgdS 5 =¢ 7 2 [— 7 ez}dS
Fd_//dﬁd:_E[Vd—Vo] 2, //dS

s 2 d s
_ S [Va=W].
2 d ?

Goriildiigli gibi z = d levhasina etki eden kuvvet —é, yoniindedir.

—

_ 5o E(z=0)  Vag—W1][ Va—Vo_
z=0 dFy = podS > = —¢ ] > { ] ez] ds

Vd %] _ S [Va—-Wo]?.

Simdi de bu levhalar arasindaki bolgenin (S pargasinda) depo edilen potansiyel enerjiyi hesaplayalaim.

d d
W:/// |E_'|2dv€/{ Va - Vo} dr dy dz
S 2
z=0 0
_e|Va-W € Va—Wo
5[ e o5

eS
2d

—— (Vg —Vo)? [joule]
Son olarak bu sistemin kapasitesi agagidaki gibi bulunur.

C— Qa Qo £S5
Va—VWo Vo —Vy d
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Ornek 7. Kesiti sekilde goriilen sonsuz uzun, i¢ ice gecmis, es eksenli iletken silindirler arasindaki bolge di-
elektrik sabiti € ile doldurulsun. Silindirlerin yarigapt a ve b olup, iizerlerindeki potansiyel sirasiyla V, ve Vj,
degerindedir. Oncelikle ara bolgedeki potansiyeli bulalim.

z y

13

0

10 ov 1 0%V 92V
pe(@b), AV(ppz)= ( ) _

- - _ + —
pap \"op p? 0p? 022
olmak iizere Laplace denklemi saglanacaktir. Bu sistemin geometrisi ve iletkenler {izerindeki potansiyelin her

iki silindir igin sabit olmasi sebebiyle V (p, ¢, z) potansiyeli sadece p’ya bagh olacaktir. p = a ve p = b’deki simr
sartlarini kullanarak V(p, ¢, z) potansiyeli

Vo —Va) I p (Volnb —Vylna)

V= 0/a) In(b/a)

bulunur. Elektrik alan vektori
— av 10V av
FE = —gradV = — {8p6p + ;%ew + 6262}

Silindirler tizerinde birikecek yiik yogunlugu:
=b = _¢ _(‘/I)_Va)l _E(%_Va) Q
p=>0 = n(b/a) b] b In(b/a) |m2
—a —¢ _(%_Va)l __E(V;)_Va) g
p=a Pa = In(b/a) a|  a In(b/a) |m2
Bu silindirlerin ¢ kadar uzunlugunda biriken toplam yiik miktar::

(% B Va)
In(b/a)
Vo — Va)
In(b/a)

p=0b, Qp = pp S = 27blp, = 2mle [C]

p=a, Qo = pa S =2malp, = —2nle [C]

Simdi bu silindirlerin yarisina etki eden kuvveti hesaplayalim. ¢ € (0, )

Wit i)

o, 1= 1
=b,  dFy=pdS<E(p="b)=ppdS= |-~
P Y b pb S2 (p ) pb 52 |: ln(b/a) b P

le [(V=V)]? L
=53 [ln(b/a)} [cos péy + sin ey | bdyp dz

Y/ T
= - e(%—%)i// I

2=0 =0
el [Wb—va)]%

b | In(b/a)
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2l

CESARRY
In(b/a) a ”

2
COS YEyr + sin Yey| a dQD dz
Yy

. 15 1
p=a, dFapadS2E(pa)padS2[

1e [(Vh—Va)
T 242

In(b/a)

Y4 T
_ 5 € M—m)a// .
Fa= //s aFa = 2a { ln(b/a) } [oos P& + sin 906y] Aoz

220 =0
-5 [ ] o

1!

Silindirler arasindaki bélgede depo edilen potansiyel enerjiyi hesaplayalim.

L 27 b (V v ) 2 £ 2w b 1
_c 29y = & |Lb— Va =
weg [ [ Jera=g | Sa] [ ] [ e
z=0 ¢=0 p=a z=0 ¢=0 p=a
(V V) 2 4 27 b 1
€ b~ Va
= d d -d
mew]/z S”/p”

Son olarak bu sistemin kapasitesi agagidaki gibi bulunur.

C = Qb N 2nle
 Vy =V, In(b/a)

[F]
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Ornek 8 (3). Simdi ayni problemi i¢ ige ge¢mis es merkezli kiireler icin ele alalim.

VA Z

r € (a,b) icin AV = 0 denklemi saglanacaktir. Acgikca yazarsak;

10 [ 4,0V 1 9 (. oV 1 0%V
AV(r8,¢) = r2 or (T 87") T sin 6 90 (Sm989> * r2sin® @ 0p?

Bu sistemde iki kiire arasindaki bolgede problemin simetrisinden dolay1, ptoansiyel V (r, 6, ¢) sadece r’nin fonk-

siyonudur. Dolayisiyla,
ov.

i

ov

0, —=0
) a(p

dir. Oyleyse AV = 0 denkleminden

0 5,0V
a (r &ﬂ) =0, kalir. Buradan
oV
27 =
" or
o _ A
or  r2

A
V=——+B olur.
r
A ve B sabitlerini bulmak icin 7 = a ve r = b’deki sinir sartlarimi kullanalim.

r=a Va:—é—i—B

bulunur. Sonug olarak potansiyel fonksiyonu

(Va=Wab a-Vo—b-Vp
a—b r a—>b

V(?”, 0, 90) = , TE (av b)

elde edilir.

r e (a,b) bolgesinde elektrik alan

a—vé’ —ﬁ—la—vé’ +L8—V€ ve a—V—O a—v—() oldugundan
ar " 00" rsinfop ¢ 00 N &

= oV,  (Vu—Vy)ab,
E__Eer__ a—b 2

Kiireler iizerindeki yiik yogunlugu:

E:—gradV:—{

olur.

_ _Va=Wab _ a(Va—Vp) [ C
e R Sy S P
r=a pa:_gwﬂb:_éu {C]

a—b a? a a-—2>b m2
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Kiireler iizerinde biriken toplam yiik:

T 27
r=»b Qv =ppS=pyp / / 2 sin §dOdy = 4mb?py, = 47?5(11)u [C]
6=0 J =0 a—"b
™ 2 _
r=a Qo = paS=pqg / / ds = 4ma®p, = —4wsabu [C]
6=0 J =0 —-b

Kiirelerin iist yarisina etki eden kuvveti hesaplayalm. 6 € (0, 7)

1(Va— Vi) ab

. E(r=10) )
=b dFy, = ppdS ———= = pp b 0dod ——— —¢,
r b= ppdS ——— = py b sinfdfdy [ 2 b)) »

€, = sin 6 cos e, + sin 0 sin ey, + cos e, ve py’yi yerine yazip diizenleyelim

2 o 2
{(V Vb)} [sin2 6 cos pé, + sin” fsin €y + sin b cos 952] dfdy

dF, = 7;37
o o G

r = a’daki kuvvet:
1(Vo—Vp)ab ]

_ E_'(r =a) 9 .
r=a dF, = p, dS — = Pa 6~ sin BdOdp [2 7@ ) o

€, = sin 6 cos p€; + sin O sin p€, + cos b€, ve p,’y1 yerine yazip diizenleyelim

5 b [(Va— W)
dF, = % [((ab)b)] [sin® 0 cos @€, + sin® 0 sin @€, + sin 0 cos 0| dfdy

Kiireler arasindaki bélgede depo edilen enerji:

2 7 b
S]] e
2

©=06=0r=a
2T 7w b
_€ (V W) 2b2 / / —r 2 sin Odrdfdy
2 a—b
6=0r=a

%)

a—>b

||\v o

_J(v v,,} 2

T 2m
1
—2 / sin 0df / dy
6=0 =0

2
= bﬂfbg (Vo= Vi)?  [joule]

Son olarak bu sistemin kapasitesi agagidaki gibi bulunur.
Qp Qa 47e ab
= [F]

C: = =
Vo=V Vo=V b-a




BIRBIR UNAL, DEMIRYUREK Elektromagnetik Alan Teorisi Ders Notu

3 MAGNETOSTATIK

Onceki béliimde ele aldigmmz olaylar duran ¢, o, - -+ , ¢, yiiklerinin yine duran bir ¢ yiikiine etki ettirdigi
elektriksel kuvvetin nasil oldugu ile ilgiliydi. ¢; yiikleri dururken ¢ yiikii hareket etse de etki eden kuvvet
degigmez. Buna kargilik, ¢ ile beraber ¢; yiikleri de hareket halinde ise ¢’ya etki eden kuvvet Coulomb Yasasinin
sOylediginden farkl olur.

Lorentz Yasasi: Bir E elektrik alam iginde belirli bir ¥ hiziyla hareket eden bir ¢ yiikiine etki eden elektrik
kuvvet F olsun. F — E farki qo 'ye diktir ve lineer olarak bagldir.

F:q(EJrﬁxé) (3.1)

Eger q ’ya kuvvet etki ettiren biitiin yiikler sabit ise B =0 olur. B "nin varliginin sebebi hareket halindeki ytiik-
lerdir. B (7, t) ’ye magnetik endiksiyon denir. Dersin bu boliimiinde B 'nin zamandan bagimsiz oldugu durumu
inceleyecegiz. Bu tiirden olaylar magnetostatik olaylar olarak bilinir. Bahsettigimiz B magnetik endiiksiyonunu
hesaplamak esas problemimiz olacaktir.

Biot-Savart Yasasi: Hareket halindeki yiiklere iligkin p (z,y, z) yogunluk fonksiyonu ile ¢ (z, y, z) hiz alam
zamandan bagimsiz ise bir dv hacim elemani iginde bulunan dgq yiikiiniin, kendisine gore yer vektorii 7’ olan bir
noktada yaratilan magnetik endiiksiyon

B = o g T (3.2)
T s '

olup ve jig = 47 x 10~7 [H/m] 'dir ve boslugun magnetik gegirgenligi olarak adlandirilmaktadir.

Yiiklerin hareket halinde bulundugu bir bolgede bir S yiizeyinin bir tarafindan diger tarafina At zaman
araliginda AS yiizeyinden gegen yiik Aq olsun.

Ag
IAS - Kt (333)
Lo(t) = lim Ing — lim 24 (3.3b)
ST A850785 T atSo At '

Atﬁo

Is(t), S ’den gegen elektrik akiminin ¢ anindaki giddeti olarak adlandirilir. Akim birimi ampére olarak adlandirilir
ve A ile gosterilir. Yiiklerin hareket halinde oldugu bdélgede yogunlugu p ve bunlarin hiz alan ¥ olsun.

J=pi? [A/m* Akim yogunlugu (3.4)

d
Burada p = S0 g
dv .
dqv=pdvv=pvdv=Jdv
Bu son ifade Biot-Savart Yasasinda yerine yazilirsa,

—’/

dB (z,y,z) = =2 J(g n,¢) % —dv (3.5)

elde edilir. Biot-Savart Yasasinin bu ifadesi herhangi bir akim eleman: tarafindan meydana getirilen magnetik
endiiksiyonun hesaplanmasinda kullanilir. Eger bir¢cok akim eleman: varsa siiperpozisyon yapilir.

dB (z,y,2) = ZJX ,3 (3.6)

Br.y.2) = ﬁf; / (€m0 x I (5.7
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Ornek 9. (Bir cizgisel akimin alamni)

Z_( [A F’ ~P(x:y;z)
d{ ¥ '~
.y
\P ez =
X o
€

Ornek olarak bir cizgisel akimin alanini hesaplayalim. z—ekseni boyunca I siddetindeki akima iligkin J akim
yogunlugu

T (€,n,¢) = I5(6)d(n)é. (3.8)

yazilir. H magnetik alan vektoriinii géstermek {izere B= Hoﬁ olarak tanimlanir.

ﬁ:f 47T/ / / 5(¢ e, ,gdgdndg (3.9)

/00 f(z)d(x — zg)dx = f(xg) kullamilarak ve /00 6(&dé =1, /OO d(n)dn =1, oldugundan

—00

. I OO_a F‘/

indirgenir. Sekilden 7 vektorii soyle yazilir,
7 =pe,+ (2= Q8 1 =+p?+(2—()?

€ x i =& x [pé, + (2 — ()e. | = pé,
ve (3.10) ’de yerine konursa

i > d
i=:Le, / ¢ — (3.11)
7 o 2+ (2 - 0
olur. Bu integrali hesaplayabilmek icin degisken doniigiim yapmak gerekir.

(z=¢) =ptanyy d¢=—p [ll—ktan2 Y] dy
d¢ = —p———dy

cos2 1)

1
P>+ (2 — ()% = p* + p*tan’® ¢ = p* (1 + tan®¢)) :pgm

Bu ifadeler (3.11) integralinde yerine yazilirsa ve v agisinin kargiligy da integralde sinirlara yazilirsa,

1
. I . /2 pC052
i= _Zpe*"/ 11” dip
m /2 3
cos3 1
- I 7\'/2
H= é;,/ cos Ydy
47Tp —m/2
- I
H = €, 3.12
2,“_/)650 ( )

elde edilir. Bu sonug fizik derslerinde sag el kurali olarak anlatilir. Bir telden akim akiyorsa, sag el bag parmag
tel boyunu ve akim yoniinii gosterecek gekilde tutulur. Diger dort parmagimiz magnetik alani hesaplamak istedi-
gimiz yonii gostermek iizere acik tutulur ve sonra bu dogrultu ile 90°’lik ac1 yapacak gekilde kivrilarak magnetik
alanin yonii bulunur.

Sekil (2) incelendiginde ® kagittan bize dogru akan akimi, ® kagit diizlemine dogru akan akimin yonii goster-
mektedir. Her iki durumda magnetik alanin degisik noktalardaki yoniinii sag el kuralini kullanarak deneyiniz.
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X A
i, M
| ]ﬁ E s
. © ' X - X — > X
lH ! i o lH
| H '
Sekil 2
Zﬂ
I I
75 3 2 1y
Sekil 3

Ornek 10. Sekil (3)’de goriildiigii yonde, z—eksenine paralel iki tel boyunca I; ve I akimlari akan telin

y = —5, 0, 4 noktalarinda olugturdugu toplam magnetik alani bulalim.
= I . Iy €& (I I
H(-5)=—(-€)+—€=—|=—-——
(=9 = e C@) 5% =52 (7 7 2

~ or3 w2 "o\ 2" 3
Iy I 5 €z (I I
HA) = 2&, + L (—g)=2(2_2
@) = 576+ 503 (06) ( )

Ornek 11. (4,0) noktasinda bulunan z— eksenine paralel telden, +z yoniinde I akimi akmaktadir. (0,3)
noktasinda olugan magnetik alanin yoniinii bulunuz.

) I I o (I I
HO)=-2& + L& =~ <1+2)

Il

3.1 Magnetik Alanin Temel Denklemleri

Magnetik alanin sagladigl temel denklemlerin nasil elde edildigi verilmeyecek, sadece denklemler verilecektir.
Magnetik alani olugturan J akim kaynaklar: divJ = 0 sartini sagliyorsa

rot H = J (3.13a)
divB = (3.13D)
B =puH (biinye denklemi) (3.13¢)

denklemleri saglanmaktadir. Biz bu denklemlerin kullanimi iizerinde duracagz.
Tk denklem (3.13a) ’y1 ele alalim. (3.13a) denklemini bir regiiler yiizey parcas: iizerinde integre edelim. C'
egrisi de bu yiizey parcasinin ¢evresi olsun.

C

Sekil 4

/f~d§:/rotﬁ-d§' (3.14)
S S
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Green formiilii kullanilarak

[3 (vot ) - d§ = /C i-de (3.15)

yazilir. Bu durumda magnetostatikte Ampére Formiilii olarak bilinen sonug elde edilir.

/ﬁ~d6=/f-d§ (3.16)
C S

Bu formiil magnetik alanin bir C' egrisi boyunca integralinin, C' ’nin cevreledigi ylizeyden gecen toplam akima
esit oldugunu gosterir.
Bu formiilii iki temel uygulamasini yapacagiz.

Ornek 12 (3). Yaricapi a olan iletken telden I siddetinde akim akmaktadir (Sekil 5a). Bu akim sebebiyle telin
icinde ve diginda olusacak magnetik alani hesaplayalim.

(b)
Sekil 5:

I siddetindeki akimin kesit boyunca homojen dagildigini kabul edelim. Problemi iki ayr1 bolgede ele almamiz
gerekmektedir.

e p < a bolgesinde bir C' gevresi segtik (Sekil 5b). Bu cevreyi pratik olmasi bakimindan p yaricaph bir daire
olarak sectik. Simdi Ampére formiiliinii bu C ¢evresi ve kugattigi S yiizeyi i¢in yazalim.

/ H-dé= / J-dS Sden gecen toplam akim
c s

Problemde verilenlerden akimmn kesit boyunca homojen oldugunu biliyoruz. Oyleyse bu akim sebebiyle
telin i¢inde ulagacak magnetik alan (sag el kurali sonucu) olsa olsa yaricap p 'nun fonksiyonu ve €,

yoniindedir.
it =H(p)e,
Egri boyunca dc = dcé, = pdypé, 'dir.
. 2m 2w
/ H~d5=/ H(p)éla-%pdw:H(p)p/ dep
C =0 »=0
= 2mpH (p)

olur. Formiiliin sag tarafina sadece bu kesitten gegen akim miktarini yazmamiz gerekiyor. Basit bir oranti
ile yazabiliriz.
2T ap* 1 21
Fa? = Ic= “ 2 £ 2
mp* Ic Ta a

Ampére formiiliiniin sol ve sag tarafina yazacaklarimizi hesapladik, 6yleyse sonug:

2
p pl
2mpH (p) = = I = H(p) =
mpH(p) = (=553
5 pl .
H:27m26¥,, p<a.

e p > a bolgesinde (Sekil 5¢) magnetik alani hesaplamak icin bu bélgede bir ¢evre se¢memiz gerekiyor. Bu
cevrenin kusattigl ylizeyden toplam I akimi akittigi biliyoruz. Ampére formiiliine 2npH (p) = I yazilir.

I . I
Hp)=—=H=_—¢
(p) 27T,0 27Tp e‘P
elde edilir. Bu sonu¢ da daha 6nce hesapladigimiz sonsuz uzun bir telden gecen I akimi sebebiyle meydana
gelen magnetik alan1 vermektedir.
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Sekil 6

Ornek 13 (4). Bir bagka 6rnek de Sekil 6a *daki gibi olsun. Merkezde sonsuz ince bir tel fizerinden Iy akimi ©
kagit diizleminden bize dogru , p € (a,b) bolgesi de kalin iletken silindir olup kesit iizerinden toplam I,;, akimi
® kagit diizlemine dogru, p = ¢ yarigaph iletken silindir sonsuz ince olup yine I ile ayn1 yénde toplam I akimi
akmaktadir. Uzayin her bolgesinde toplam magnetik alani1 bulalim.

e p € (0,a) bolgesinde (Sekil 6b) bir C' egrisi secelim. Bu egri ve kusattig: yiizey tizerinde Ampére formiiliini

yazalim.
[ dae= [ Jeas
c s

Magnetik alan, akimlarin homojen dagilimi sebebiyle

it = H(p)e,
seklinde olacaktir. Bundan dolay:
2m 2w
/H~d5=/ H(p)é’w%pdw:H(p)p/ dep
C =0 »=0
= 2mpH (p)
sectigimiz C' cevresi i¢inde sadece Iy akimi aktigindan
Iy
2wpH (p) = I H(p) = —
mpH(p) = Io = H(p) 2mp

= I
H = % €., p€(0,a) olacaktir.

e p € (a,b) igin (Sekil 6¢) Ampére formiiliiniin sol tarafi ayni olacaktir. C' ¢evresini segelim ve kesitten gecen
akimi hesaplayalim. Akimin yoniine dikkat edelim. p € (a, b) bélgesinde kesitin alani 7(b* — a?) kadardr.

Oranta ile ) ) T 2) ) )
m(b* —a®) Iup _w(p?—a)lyy,  p°—a
w(p? —a?) I = Ig = (07 — a2) = a2 I,, bulunur.
2 2
Pt —a
2mpH (p) = Io — Lab 2
2 2

”_ig oy —v
2mp 7 2mp b2 —a2 ¥’

I, Iy ’a gore ters yonde oldugu igin 6niine — geldi.

p € (a,b) olur.

e p € (b,c) bolgesinde (Sekil 6d) magnetik alan1 hesaplamak igin bu bélgede bir C' ¢evresi secelim. Bu C
cevresinin icinden toplam Iy — I, akimi akmaktadir. Oyle ise
2mpH (p) = lo — Lab

Iy —1
0 ez pe(be) olur

2wp

e p > ¢ bolgesinde yine bir C egrisi se¢meliyiz. Bu C cevresinden gegen akim da Iy — I, + I¢ kadar
olacagindan toplam magnetik alan

€,, p>c olur.
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3.2 Magnetik Devre

Ampére formiiliiniin ikinci uygulamas: magnetik devre kavramidir. Elektrik makinalarinin hesabinda ¢ok énemli
bir rol oynayan magnetik devre kavrami bu formiile dayanmaktadir. Bir A noktas: civarinda magnetik alan ¢izgi-
lerinin ¢ok iyi bir yaklagiklikla gekildeki gibi bir durum aldigini varsayalim. A merkezli bir S kiiresinin parcalar:
iizerinde magnetik endiiksiyonun aldig: degerler S ’nin geri kalani iizerindeki degerlere gore ¢ok biiyiiktiir. Sonug
olarak;

/é-d§=¢1+¢2+¢3=0 (3.17)
S

yazilabilir. Burada

— —

¢i:/ B-dS, i=1,2,3 (3.18)
S

olup S; ’den ¢ikip giden magnetik akidir.

A noktas: civarinda gozlenen olayin bagka noktalarda da gozlenebildigi ne verilecek Ornekteki gibi kapali
cevrelerin olugtugunu ve bu c¢evrelerde magnetik alanin sirkiilasyonu i¢in Ampére formiiliin yazilabildigini var-
sayalim. Magnetik devrenin kollarini olugturan malzemeler ferromagnetik malzemelerdir. Bu tiirden malzemeler
iizerinde magnetik alan ile magnetik endiiksiyon arasindaki iligki lineer olmayip histerezis egrisi denen bir takim
egriler cinsinden verilir. Bu kavramlarin uygulamasi ve aciklamasi 6rnekler {izerinden verilecektir.

Ornek 14. Sekilde goriilen magnetik devrede d hava araligi ne olmalidir ki bu aralikta uyarilan magnetik
endiiksiyon B = 0.5T olsun. Devrede; ¢; = 0.5m, {o = 1m, w; = 500, wy = 200, I; = 104, I, = TA,
1, silisyumlu sac, po, dokme demir. pg = 47 x 10~ 7. Her iki kolda kesit aynidir.

a
ho|— |
) <

: Wq Wy i
— i > a -
| |
| l
________________ \
7 \
l d b

B1=By=B;=0,5T
Her iki kolun yapildigi malzemeye iligkin egrilerden
H, =100A4/m H; =1600 A/m

Hava araliginda
By 5
Hd:7:4><10 A/m
Ho

Cevre boyunca Amper yasasi dikkate alinarak,

ﬁdzl+2/ﬁdzd+ ﬁ'dZQ:H1£1+2Hd€d+H2£2:wlllf’wglg
d

Zl 52

Son bagmtidan,
w1]1 —’LUQIQ —Hlél —H2€2 500-10 —200-7 — 100075— 1600 - 1

d— - — 9244
2H, 2.4-10° ERmm
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Ornek 15. By = 1T, I} = 4A, I, =? A. Devrede; £, = 1m, by = 0,5m, {3 = 1m, d = 1mm, w, = 375,
wy = 500, kesit S = 20 ¢cm?, malzeme dinamo sacl.

!. .................... :_ ____________i(__,,-bl3
[ [T ——— e o T ——— > | |
11 | > N > > | l
> i 12 i I '
<1 - 0 i l
—+ wy L Cw, 1 td
| Pl
— | ) T 1 |
| — TP «¥ |
gER—— pem—l
D e
N ./7
L I3
Sekil 8
Hava araliginda
By 5
Hy=—=8x10"A/m
Ho
B3=B;=1T = H3;=3004/m
Biiyiik cevre (kesikli ¢izgi ve ok ile gésterilen) boyunca Amper formiiliinden,
375-4—-2-300-1—-8-10°-1073
w1y :H1£1+2H3£3+Hd€d = H, = :100A/m = B, :0745T

1
Diigiim denklemi; ¢y + ¢2 = ¢3 (p=DB-S)
Bls—i-BgS:Bg,S = Bl—f—BQ:BzJ, = 32233—3121—0,4520,55T = H2:120A/m
£y ve {3 kollarindan olusan ¢evrede Amper formiiliinden

120-0,5+2-300-1+8-10°-1073
Holy +2Hs3ls + Hyd =we Is = Io = 9+ 500 * :2,92A
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